6. Controlul in Robotica

Modelul unei drone

Figura ilustreaza anatomia unui sistem de control. Starea curenta x(t) a dronei este
calculata de indata ce datele sunt citite de la senzorii dronei (e.g. sonar, camera, senzori
inertial, etc.). Aceasta stare este mai departe comparata cu starea dorita xg, operatie urmata
de calculul unei valori de control u, valoare ce ar trebui sa aduca starea dronei mai aproape

de starea dorita xg.
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Fig. 6.1 Diagrama bloc al unui sistem de control. In cazul unei drone, ciclu de control se repeta cu
o frecventa de 500H z.

Asa cum este prezentat in Figura , dorim ca din diferite stari (pozitii) ale dronei, sa
ajungem in starea (pozitia) doritda xo. Algoritmul utilizat in calculul valorii de control se

numeste regulator, controller, sau lege re reglare.
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Fig. 6.2 .

Una dintre cele mai simple legi de reglare este reglarea proportionala:

u(x) = ug + K(x — x¢) (6.1)
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unde u, este valoarea de control necesara sa mentina drona pe loc in zbor, x; este starea
dorita (locul unde dorim ca drona sa stea pe loc in zbor), iar K este o matrice pe care o vom
defini. Daca robotul este deja in starea doritd (x = xg), atunci regulatorul va aplica doar
valoarea ug ca si valoare de control. Daca x # xg, atunci vom aplica o valoare de control

care este proportionala cu deviatia starii x fata de starea dorita x;.

6.1 Punctul fix (punctul de echilibru)

Un punct fix, sau punct de echilibru, pentru sistemul x = f(x, u) este o stare X, in care:

% = f(x0,u0) =0, pentru un anumit u, (6.2)

Zburatul pe loc al dronei satisface aceasta conditie. Intuitiv, un punct fix x, este o stare
in care drona ramane atunci cand se aplica controlul ug. Pentru drona, acest punct fix

asociat cu zburatul pe loc este:
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Nu este posibil sa avem un punct fix xy = [230 yo 0 @9 yo 0| 1In care o9 # O,

Jo # 0, sau 0y # 0.

6.2 Controlul Proportional-Derivativ (PD)

Fie drona 2D din Figura|6.3] constransa sa se deplaseze doar pe axa Y.

Dinamica este data de ecuatia:

respectiv starea:

Valoarea de control u; este propulsia totala produsa de elice.

Dorim sa stabilizam sistemul in jurul starii:
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Fig. 6.3 Drona 2D contransa sa se deplaseze doar pe axa Y.
Yo
Xp = (66)
0
cu up = myg. Acesta este un punct fix, deoarece j = =2 — g = 0.
Pentru a stabili sistemul la valoarea xg, putem alege valoarea lui u:
u(x) =ug + kp(y — yo) (6.7)
Sistemul in bucla inchisa este astfel:
. mg kp kp(y — vo)
j=—=-9+—W—y)=——"— (6.8)
m m m
unde kp < 0 este o constanta aleasa de noi.
Fie j =y — yo, ¥ = ¥ si § = jj. Atunci:
 kp kp
y = —(y — = —7 6.9
j= =) ="y (6.9)

Acest controller nu ar reusi sa stabilizeze sistemul, deoarece foloseste doar o compo-

nenta proportionala (kp) in calculul valorii de control. O alta optiune este sa folosim si o

componenta derivativa:

k .
u(x) = ug + EP(ZJ — o) + kpy

unde kp < 0 este o alta constanta aleasa de noi. Astfel:

(6.10)

(6.11)

Ecuatia anterioara este un exemplu de controller Proportional-Derivativ (PD), unde
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kp se numeste factor de amplificare proportional, iar kp factor de amplificare derivativ.

Controllerul are forma:

u(x) =ug+ K(x—x9) =ug + [kp kD] y—yyo (6.12)

Matricea K poarta denumirea de matrice de amplificare.
In acest exemplu, orice valoarea a factorilor kp si kp mai mica decat zero va rezulta in

stabilitate asimptotica globala.

6.3 Linear Quadratic Regulator (LQR)

Metoda LQR este direct aplicabila sistemelor liniare. In cazul sistemelor neliniare, putem
liniariza modelul in jurul unui punct fix (de exemplu punctul pentru zburatul pe loc), urmata
de aplicarea metodei pentru sistemul liniarizat:

x = f(x,u) & %x = A(x — X9) + B(u—uy) — control bazat pe A, B (6.13)

Linear Quadratic Regulator (LQR) este o metoda ce are doua obiective simultane:

1. Stabilizarea sistemului liniar, in cazul in care acesta este stabilizabil,

2. Optimizarea unui criteriu de performanta.

Fie sistemul liniar:

x = A(x — x0) + B(u —uy) (6.14)

unde x € R", u € N, iar xy este un punct fix. Pentru a simplifica notatiile, vom considera

X =X — Xg si @ = u — uy. Astfel, ecuatia precendenta devine:

X = AX + Bu (6.15)

Exemple de criterii de performanta pot fi:
e minimizarea deviatiei starii de la starea dorita x,
e minimizarea deviatiei variabilei de control de la valoarea sa nominala ug

Combinarea acestor doua criterii rezulta in functia de cost:

J(%(0)) = /0 h [x(t)Tx(t)m(t)Ta(t) dt (6.16)

unde x(t)Tx(t) = ||x(t)||? si u(t)Tu(t) = ||[u(t)||* sunt doud valori scalare. x(t) este starea

la timpul ¢, luand in considerare ca am pornit de la starea x(0).
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In functia de cost de mai sus penalizam starile si variabilele de control in mod egal. In
cazul in care dorim sa penalizam anumite stari sau semnale de control decat altele, putem

introduce urmatoarele matrici de ponderare:

J(%(0)) = /0 N [x(t)TQx(t)m(t)TRa(t) dt (6.17)

unde @ € ™" si Q € R"™™ sunt matrici predefinite ce indica importanta anumitor stari
sau variabile de control. Aceste matrici trebuie sa fie pozitiv definite si simetrice. O matrice
simetrica @ este pozitiv definitd daca x’'Qx > 0, pentru toate x. Aceasta este echivalent cu
valorile proprii pozitive ale lui Q. In practicd, vom alege @ si R sa fie diagonale.
Obiectivul nostru este sa gasim o modalitate de mapare a starilor la variabilele de control,

in asa fel incat sa minimizam functia de cost. Solutia pentru aceasta este controllerul liniar:

u(x) = K*x (6.18)

unde K™ reprezinta solutia matricei de amplificare. Valorile lui K* se obtin in doi pasi:

e Pasul 1: Rezolvarea urmatoarei ecuatii matriceale, pentru a gasi matricea S € R™"*":
Q—SBR'B'S+SA+ATS =0 (6.19)

S este singura necunoscuta din aceasta ecuatie, denumita FEcuatia Riccatti, avand
solutia S*.

e Pasul 2: Calculeaza:

K*=-R'B'S* (6.20)

Algoritmul de control final este:
u(x) = K*'x (6.21)
u(x) =up + K*(x — xp) (6.22)

Ecuatia Riccatti poate fi rezolvata utilizand metode numerice. In Python sau Matlab,

rezolvarea este oferita de functia lgr, ce poate fi apelata:

[K*,5*] = lgr(A, B,Q, R) (6.23)
Python si Matlab folosesc o conventie diferita in functia lqr, si anume calculeza cu semn
negativ valoarealui K: u(x) = —K*x.
Interpretarea lui S*: Solutia S* ne ofera costul optim:
J*(%(0)) = x(0)75*%(0) (6.24)

unde J*(x(0)) este costul introdus de aplicarea lui K*x atunci cand pornim din %(0).
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Stabilitatea: Algoritmul de control stabilizeaza (asimptotic global) sistemul citre punc-
tul fix X = 0 (x = xq). Astfel, sistemul dinamic x = A(x — xg) + B(u — uy) este stabilizat
la punctul fix xq.

Algoritmul LQR reuseste sa rezolve doua probleme:

e minimizeaza un criteriu de performanta, destinat minimizarii deviatiilor lui x de la xg
si ale lui u de la uy.

e rezultatul final este un sistem in bucla inchisa stabil asimptotic global:
X = Ax+ Bu = Ax+ BKx = (A+ BK)x (6.25)

Alegerea lui @) si R: In teorie, orice valoare pozitiv semidefinita pentru @) si R ar trebui

sa faca sistemul stabil. In realitate, acest lucru este greu de realizat, deoarece:

1. sistemul este in realitate neliniar,
2. modelul dinamic nu este perfect,

3. starea sistemului ar trebui estimata perfect pentru a putea utiliza acest controller.

Prin experimente, putem insa sa alegem valorile pentru @) si R in asa fel incat sa obtinem
comportamentul dorit al sistemului. Spre exemplu, daca observam ca sistemul (drona)
nu se stabilizeaza pe axa Z, putem modifica a treia valoarea de pe diagonala matricei @),

aceasta fiind asociata variabilei de stare ce corespunde pozitiei pe axa Z din vectorul de stare

([x,y,2,0,0,0, 8,9, %, 0,0,9]).
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