5. Sisteme Dinamice in Robotica

Miscarea unei particule
Pendulul inversat
Modelul unui vehicul
Modelul unei drone

In cele ce urmeaza, vom studia cateva exemple de sisteme dinamice utilizate cu precadere

in robotica.

5.1 Miscarea unei particule

O particula avand masa m, pozitia p, viteza v si controlata prin forta u, respecta legea

lui Newton sub forma unui sistem dinamic de ordinul II:

p=— (5.1)

Aceastd problemé poate fi modelata folosind vectorul de stare z = (p,v) € R? si controlul
u = f € RN? avand ecuatia dinamica:
P v
T = = f(x,u) = (5.2)
O o
m
Functia f poate fi considerata ca si un camp vectorial ce mapeaza fiecare punct 2D la un
vector 2D. Daca ar fi sa desenem acest camp vectorial in planul (p,v) pentru diferite valori
ale lui f, am observa in primul rand ca acesta este invariant la p. In al doilea rand, valoarea
lui f schimba magnitudinea si directia vectorilor in directia lui v.
Pentru orice stare initiala xy = (po,vo) supusa unei forte constante u(t) = f, viteza

traiectoriei solutie x(t) poate fi determinata prin integrarea:

" f
v(t):v0+/—dtzvo+t— (5.3)
0 m m
Similar, pozitia poate fi determinata prin integrarea vitezei:
' ' f 1y f
p(t) = po —|—/ v(t) dt = po —|—/ (vo + =) dt = po +tvy + -t — (5.4)
0 0 m 2 m

Acest lucru indica faptul ca viteza unei particule creste sau descreste liniar cu timpul,
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respectand o functie avand panta f. Pozitia particulei pe de alta parte, ia forma unei
parabole. Acest model se poate generaliza pentru orice particula in spatiul n-dimensional,
cu diferenta ca in acest caz pozitia, viteza si forta devin cantitati vectoriale. Starea este
astfel data de un vector 2n-dimensional, respectiv controlul de un vector n-dimensional.

Sa presupunem ca dorim sa miscam particula de la o pozitie la alta (de exemplu de la
0 la 1), la pornire si la oprire dorind sa avem viteza 0. Aceasta problema poate fi rezolvata

prin calculul lui f intr-o bucla de control inchisa:

ft) =u(z(t)) = —kp(p — 1) — kpv (5.5)
unde kp si kp reprezinta valoarea componentelor proportionale si derivative ale algoritmului
de control.

5.2 Pendulul inversat

Pendulului inversat este reprezentat de problema prin care un cart este translatat pe
directia = in asa fel incat sa balanseze o bara (v. Figura [5.1]). Aceasta problema de control

este similara problemei de control a platformei Segway.

Fig. 5.1 Problema de balansare a unei bare verticale atasata de un cart.

Configuratia sistemului are doi parametrii ¢ = (g1, ¢2), ce indica translatia cartului pe axa
x, respectiv unghiul barei montate pe cart. Unghiul ¢y este masurat in sens trigonometric.
Pentru a balansa bara, dorim sa proiectam un algoritm de control care sa mentina starea la

punctul de echilibru instabil g, = 7. Intervalul de variatie a lui g este (=7, 7).

Pendulul invers este un sistem dinamic in care motoarele cartului pot aplica forta wu,
atat in directia negativa, cat si pozitiva a lui . Optional de poate adauga cuplul uy ca si
variabila de control, insa de obicei us = 0. Cartul si bara au masele m; si ms, bara avand

masa concentrata la distanta L fata de cart.
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Ecuatiile dinamice de miscare ale sistemului sunt:
.. mol .. . maols .
(m1 +ma)gy — 5 d2singe — — o’ cOS qa = Uy (5.6)
maol .. . mol .
— 22 ¢1 sin go + 2 (o Sin gy + Mag COS ga = Us (5.7)

unde g este constanta gravitationala. Se poate observa ca acceleratiile ¢; si ¢,

sunt depen-
dente una de cealalta, aparand in ambele ecuatii. Sistemul de ecuatii de mai sus poate fi
scris matriceal:

- molL maolL _: molL - 2
¢ 1 s 2=8Inge | |ur + “5-¢2" COS Q2 (5.8)
. L - ’
2 d T2Esingy  my +ma Uz — Mg COS G2
2 27,
unde d = Ml 4 T2

2
cos? qz. Ecuatia dinamici de mai sus poate fi utilizatd pentru
obtinerea traiectoriilor de stare pentru orice u; si us.

Sistemul prezentat este foarte sensibil la comportamentul cartului. In Figura este

prezentata variatia balansarii pentru miscari sinusoidale de 1.5rad, avand amplitudinea 0.5.
Fiecare diagrama are o frecventa diferita de oscilatie.
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Fig. 5.2 Comportamentul sistemului in functie de timp. Pendulul nu poate fi stabilizat la pozitia

verticala daca cartul este miscat in intervalul 1.288s pana la 1.5s, insa este stabilizat atunci cand
se foloseste frecventa de 1.288, urmata de o stabilizare la t = 2.

5.3 Modelul unui vehicul

Modelul unui vehicul aproximeaza miscarea unei platforme mobile cu 2 axe ce se de-
plaseaza pe o suprafatd plana, ignorand acceleratiile. In acest model, (p,,p,) reprezinta
centrul axei posterioare, 6 este orientarea, iar L distanta dintre axele frontale si posterioare.

Vectorul de control u = (v, ¢) specifica viteza v, respectiv unghiul de gidaj ¢ al rotilor
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frontale. Dinamica sistemului este data de:

D vcos f
= |p,| = flz,u) = | vsinf (5.9)
0 7 tan ¢

Se poate observa ca viteza este intotdeauna paralela cu orientarea (cos#,sin f) si ca rata
de variatie a rotatiei 0 depinde atat de unghiul de ghidaj, cat si de viteza. Pentru un u
constant, pozitia (p,, p,) urmeaza o linie dreapta (¢ = 0) sau un arc de cerc (¢ # 0).

In practica, valorile variabilelor de control sunt supuse limitelor v,,;, < v < Ve Si

|0 < Dmaz- Cu aceste limite, vehiculul are o raza maxima de rotatie . Vehiculul nu
x

1
Ltan ¢ma
se poate misca in lateral, necesitand manevra de parcare paralela pentru a se putea misca

in directia din spatiul starilor (—sin#, cos,0).

5.4 Modelul unei drone 2D

Zburatul pe loc (hovering) este una din capabilitatile pe care o drona ar trebui sa le aiba.
Algoritmii pe care 1i vom studia au o aplicabilitate larga in robotica, atat pentru drone cat
si pentru alte sisteme, precum balansarea unui robot umanoid.

Vom dezvolta algoritmul de zburat pe loc in doi pasi:

e Dinamica: determinarea ecuatiei dinamice ce ne va indica comportamentul dronei

atunci cand este supusa unui vector de comanda.

e Controlul: sinteza unui algoritm de control destinat calcului valorilor vectorului de

control, atunci cand drona se deplaseaza din punctul de hovering.

Vom considera modelul simplificat al dronei din Figura [5.3] model ce ia in considerare

doar miscarea unei drone in planul X — Y.

Fs
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0 X " X

(a) (b)
Fig. 5.3 a) Drona 2D in plan. b) Drona 2D constransa sa se deplaseze doar pe axa Y.

Pentru inceput, vom lua in considerare doar miscarea pe verticala a dronei, asa cum este
ilustrat in Figura[5.3] Astfel, putem descrie starea dronei printr-o singura variabila de stare,

si anume pozitia y fata de centrul de masa. Acest sistem are un singur grad de libertate
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(DoF - Degree of Freedom). Gradele de libertate indica numarul de directii independente in
care un sistem se poate deplasa.

Ecuatia miscarii sistemului poate fi determinata utilizand a doua lege a lui Newton:

miy = Fy + Fy —mg (5.10)

unde m este masa totala a dronei, iar F} si Fy sunt fortele propulsoare ale elicelor. Acceleratia

pe axa Y este data de:

. P+

j= (5.11)

m

Daca notam forta propulsoare totala cu:
(51 :F1+F2 (512)
obtinem:

.U
= — — 5.13
j=_=9 (5.13)

Sa consideram 1in cele ce urmeaza drona 2D, care nu mai este constransa doar la miscarea
pe axa Y. Acest sistem are 3 grade de libertate, si anume pozitiile pe axele X si Y, respectiv

orientarea 6. Utilizand legea a doua a lui Newton, obtinem ecuatiile de miscare:

i=——sing (5.14)
m
y:ﬂcosﬁ—g (5.15)
m
i Fy—F)L
0= _% (5.16)

unde u; este forta totala propulsoare, I corespunde momentului de inertie al sistemului, iar
L este lungimea unui brat al dronei (vezi Figura . Momentul de inertie este o proprietate
fizica a sistemului ce poate fi estimata din geometrie si distributia masei dronei, sau prin
experimente.

Fie momentul total datorat fortei propulsoare a elicelor:

us = (Fy — F})L (5.17)

Ecuatiile de miscare ale dronei 2D pot fi exprimate ca si:

i=—Lsing (5.18)
m
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gjz%cos@—g (5.19)
b= “—[2 (5.20)

Pentru a putea descrie miscarea ca si ecuatii diferentiale de ordinul I definim:

vy = & (5.21)
v, =7 (5.22)
w=1~0 (5.23)

Astfel, ecuatiile de miscare pot fi astfel rescrise sub forma x = f(x,u) folosind starile:

&=, (5.24)

=, (5.25)

0=uw (5.26)

by =7 = — L ging (5.27)
m

ﬁy:y:%cosﬂ—g (5.28)
. . u2

=0=— 2
w 7 (5.29)

Starea sistemului este data de vectorul x = [z,y, 0, &, 7, 0]. Folosind metoda de integrare,
putem trasa traiectoria de stare pornind de la orice stare initiala. Forma matriceala a ecuatiei

dinamice este:
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_z_ _ . ;
Y Y
d |0 0
X =— = f(x,u) = (5.30)
dt | 3 — U gin g
v “cost — g

5.4.1 Modelarea motorului

Pana acum am considerat elicele ca si forta propulsoare. In realitate, nu controlam direct
propulsia dronei, ci viteza de rotatie a motoarelor. Forta propulsoare este legata de viteza

de rotatie a motorului prin relatia:

F=k w (5.31)

unde w reprezinta viteza de rotatie a motorului, iar k¢ reprezinta coeficientul de propulsie.
Astfel, drona 2D are 3 parametrii fizici: m, I si k. Valorile acestor parametrii sunt necesare

pentru a putea defini modelul dinamic.

5.4.2 Modelul dronei 3D

Orientarea pe cele trei axe ale spatiului Cartezian a unei drone este redaté in Figura[5.4]
Gradele de libertate ale sistemului sunt in acest caz 6 (3 pentru pozitie si 3 pentru orientare).

In cele ce urmeaza vom utiliza unghiurile Euler (¢, 6,1) in reprezentarea rotatiei.

Fig. 5.4 Structura unei drone 3D si sistemul de coordonate.

Starea unei drone in spatiul 3D este data de vectorul x = [z,y, 2z, ¢,0,¢, 1,7, 2, é,é, w],
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unde (ﬁ, 9, w reprezinta vitezele unghiulare pe cele trei axe de rotatie.

Vectorul de control este compus din propulsia data de cele patru elice:

u = [Fo, My, My, Ms)" (5.32)

unde Fi,y = Fy + Fy + F3 + Fy, iar My, My si M3 sunt cuplurile pe axele X, Y si Z. Avand

patru motoare, relatia dintre propulsie si viteza unghiulara a motorului devine:

Fi=k;w? i=1,23/4 (5.33)

unde propulsia F; produsa de motorul i este egala cu coeficientul de propulsie ky inmultit
cu viteza de rotatie a motorului ¢ la patrat. In spatiul 3D, rotirea elicelor produce propulsie
si cuplu. Cuplul este introdus de frecarea aerodinamica (aerodynamic drag), fiind exercitat
in directia axei Z, permitandu-i dronei sa se roteasca pe axa Z.

Cuplul aerodinamic produs de elicea i este:

M° =k, -w?,  i=1,2,34 (5.34)

1

unde k,,, este coeficientul de frecare.

Ta )

C ==
N Z e/

Fig. 5.5 (a) Directia fortei propulsoare si a cuplului aerodinamic de frecare. (b) Directia de rotatie a
celor patru motoare ale dronei. Deoarece motoarele se rotesc in directii opuse unul fata de celalalt,
si cuplurile pe care le produc sunt in directii opuse.

5.4.3 Modelul dinamic complet al unei dronei

Asa cum am vazut in cursul trecut, modelul dinamic va avea forma:

x = f(x,u) (5.35)
Fie vectorul de pozitie:
x
r= |y (5.36)
z

si vectorul de viteza:
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P= |y (5.37)

Utilizand legea a doua a lui Newton, putem obtine acceleratia:

0 0
i=l0]|+R]| 0 (5.38)
—q %

unde R este matricea de rotatie ce converteste vectori din sistemul de coordonate al dronei

in sistemul de coordonate inertial WW.

Fie:
¢
wp = |6 (5.39)
(G
atunci:
) 1 singtanf cos¢tanf| |o
0| = 0 (5.40)
¥ v
My
wy =T [—wl x (Tl + | My (5.41)
M
unde X este produsul vectorial, iar I matricea de inertie:
I, 0 0
I=|10 I, O (5.42)
0 0 I,

Derivarea ecuatiilor de mai sus poate fi regasita in [2].

5.4.4 Liniarizarea dinamicii dronei 2D

Dinamica dronei este neliniara. Pentru a putea implementa algoritmul de control, vom
remodela dinamica utilizand o aproximare liniara.

Dinamica dronei 2D este data de ecuatia [5.30] Pentru a aproximarea liniar dinamica,
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este necesar un punct nominal (referinta) in jurul caruia sa efectuam liniarizarea. In cazul

zburatului pe loc, acest punct este:

_IO_
Yo

Xo = 2 ug = Tl;g (5.43)
0
0

Valoarea de control nominala ug corespunde propulsiei totale mg si a cuplului 0, necesare
pentru ca drona sa ramana pe loc in zbor.

Putem liniariza f(x,u) in jurul lui x¢, uy pentru a obtine:

x = A(x — x0) + B(u —uy) (5.44)

unde matricile A si B sunt constante, avand dimensiunile 6 x 6 si 6 x 2 pentru drona 2D.

Liniarizarea poate fi calculata folosind dezvoltarea in serie Taylor:

: of of
= flxw) ~ fOxomo) + [52]|  (x=xo)+ [55]| (u—w)  (5.45)
—— Ox ] | x=xo oul |x=xo
-0 u=ug u=ugp
—_——— ———
A B
In cazul dronei 2D, matricile A si B sunt:
oz By o0 o ay a0
2 2 2 2 oy oy
ox oy 00 ox oY a0
2 2 90 2 2 90
Oz Ay 00 ot Ay 90
A - uy - uy - uy - uy - uy - uy .
9(— L sin0) 9(— L sin0) 9(— 1L sin0) O(— 1L sin0) O(— 1L sin0) O(— L sin0)
Oz Ay 00 ot Ay 90
8(7%1 cos 0—g) 8(% cos 0—g) 8(% cos 0—g) 8(7%1 cos 0—g) 8(7%1 cosf—g) 8(7%1 cosf—g)
Oz Ay 00 ot Ay 90
a(+#) a(*#) a(*#) (%) a(*#) a(+F
; ; ) X=X
L oz oy o9 ot oy a0 4=

(5.46)
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00 0 100
00 0 010
00 0 O0O01 (5.47)
00 —g 000 '
00 0 O0O0O0
00 0 O0O0O0
i oz oz T [ ]
Fur Sy 0 0
9 9
By Bus 00
2 20 0 0
oul Ous
b= 9(—*L sin 9) d(—*L sin0) - 0 0 (548)
a’u1 aUQ
6(%C059—g) 6(%(:059—57) 1 0
Ouy Oua m
o("2) o(%2) 0 1
L Ouy Oug 1 [¥=Xo0 | I_




12

SISTEME DINAMICE IN ROBOTICA




Bibliografie

[1] K. Hauser, Robotic Systems. Illinois, 1L, USA: university of illinois urbana-champaign,
2023. [Online]. Available: https://motion.cs.illinois.edu/RoboticSystems/

[2] C. Powers, D. Mellinger and V. Kumar, Quadrotor Kinematics and Dynamics.
Dordrecht: ~ Springer Netherlands, 2015, pp. 307-328. [Online]. Available: https:
//doi.org/10.1007 /978-90-481-9707-1_71


https://motion.cs.illinois.edu/RoboticSystems/
https://doi.org/10.1007/978-90-481-9707-1_71
https://doi.org/10.1007/978-90-481-9707-1_71

	Sisteme Dinamice în Robotică
	Mișcarea unei particule
	Pendulul inversat
	Modelul unui vehicul
	Modelul unei drone 2D
	Modelarea motorului
	Modelul dronei 3D
	Modelul dinamic complet al unei dronei
	Liniarizarea dinamicii dronei 2D



