4. Dinamica si Controlul

Terminologie
Integrarea Euler

Obiectivul dinamicii este studiul modului in care timpul si forta actioneaza asupra unui
mecanism, in timp ce obiectivul controlului este studiul felului in care un sistem ar trebui
sa raspunda la erori si perturbatii. Pentru a putea executa miscarea robotilor, este necesar
sa analizam in detaliu atat fizica mecanismelor din care este compus un robot, cat si rolul
timpului si al vitezei. Chiar si cei mai puternici roboti nu isi pot modifica instantaneu viteza,
precum nici autovehiculele autonome sau dronele nu pot efectua miscari laterale.

Metodele de control dezvoltate de-a lungul timpului i permit unui robot industrial sa
se miste la o noua pozitie cu o precizie sub un milimetru, iar unui avion sa zboare mii de
kilometrii si sa aterizeze pe o pista ingusta de cativa metri. Controlul reprezinta de asemenea
o modalitate de studiu a locomotiei si reflexelor in sistemele biologice. Atat dinamica cat si
controlul sunt domenii avansate de cercetare care au o vechime mai mare de un veac, la care
se aduc si in zilele noastre noi contributii. Deoarece aceste domenii necesita mai multi ani
de studiu, in acest curs vom studia doar cateva concepte fundamentale pentru domeniul de

robotica.

4.1 Terminologie

Un sistem dinamic este un sistem al carei stari variaza continuu de-a lungul timpului. In
acest curs, vom nota cu x € R” starea unui sistem, unde n reprezinta numarul de variabile
de stare. Robotii pot aplica forte, astfel putand modifica rata de variatie a starii folosind
actuatorii lor. Definim controlul (control input) ca fiind vectorul u € R, unde m reprezinta
numarul de variabile de control.

Spre exemplu, pentru un robot industrial cu 6 articulatii, starea robotului este de obicei
modelati ca si z = (¢,v) € R, unde ¢ reprezinta vectorul unghiurilor celor 6 motoare ale
robotului, iar v vitezele unghiulare ale acestora. Prin includerea termenului de viteza v,
putem modela felul prin care momentul robotului influenteaza miscarea viitoare a acestuia,
si cum fortele articulatiilor influenteaza vitezele. Variabila de control u poate avea mai
multe forme, in functie de tipul controlului. De exemplu, daca algoritmul de control al

motoarelor primeste la intrare vitezele dorite ale articulatiilor, atunci variabila de control
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este u = (Vg , .-, Vgg ), unde vy, indica viteza dorita a articulatiei i. Pe de alta parte, daca
algoritmul de control al motoarelor primeste la intrare cuplurile dorite ale articulatiilor,
atunci variabila de control este u = (74, ..., Tg).

Terminologia standard utilizata in modelarea unui sistem dinamic este o functie ce ex-
prima starea si controlul fata de derivata starii. In cazul in care nu avem posibilitatea s&

controlam un sistem, atunci ecuatia sistemului dinamic necontrolat are forma:

i = f(x) (4.1)

In cazul in care un sistem poate fi totusi controlat printr-o variabila de control u, ecuatia

sistemului dinamic controlat este:

&= f(x,u) (4.2)

unde z este starea, u este controlul, iar 2 este derivata starii fata de timp fl—f. Functia f este
cunoscuta ca si dinamica sistemului, iar aceste ecuatii ca si ecuatii de miscare, in care x si u
sunt functii de timp. Pentru a exprima aceasta dependeta, variabilele pot fi notate ca x(t)

si u(t).
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4.1.1 Controlul in bucla deshisa si in bucla inchisa
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Dandu-se o functie f ce exprima dinamica unui sistem, obiectivul nostru este de a calcula
valoarea unei variabile de control u prin care sistemul va indeplini o anumita sarcina. Exista

doua modalitati principale de control:

1. controlul in bucla deschisa, unde u = u(t) depinde doar de timp;

2. controlul in bucla inchisa, caz in care u = u(x,t) depinde de stare si de timp.

In controlul in bucla inchisa, functia de control poate observa starea sistemului, schimband
apoi valoarea variabilei de control u in asa fel incat sa se indeplineasca o anumita sarcina.
4.1.2 Sisteme discrete in timp

In multe cazuri, putem reprezenta sistemele sub forma discreta, unde timpul nu mai este

o variabila continua, ci o cantitate discreta t = 0,1, 2, ..., iar functia de dinamica ia forma:

Tip1 = f(fb’m Ut) (4-3)

In acest caz, variabila de control se modifica doar la anumite puncte discrete pe axa
timpului, iar starea este si ea observata la anumite puncte discrete in timp. Aceasta functie

caracterizeaza mai bine sistemele de control digitale ce opereaza la frecvente de esantionare
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impuse. Cu toate acestea, in foarte multe situatii, frecventa de control este atat de ridicata,
incat in practica se poate utiliza direct modelarea sub forma continua.
4.1.3 Conversia sistemelor dinamice de grad inalt la sisteme de ordinul I

Exista multe situatii in care vom intalnii sisteme de forma:

&= f(x,%,u) (4.4)

&a
dt2

nu se incadreaza 1n definitia unui sistem dinamic data mai sus, in care nu exista nicio derivata

care fac legatura dintre starea si valoarea de control cu acceleratiile & = <. Aceasta ecuatie
de ordin doi. Cu toate acestea, sistemul poate fi aproximat printr-un sistem de ordinul I,

folosind un vector de stare:

y=|" (4.5)

In urmatoarea faza, se rescrie ecuatia folosind expresia unui sistem de ordinul I:

v =9y, u) (4.6)

unde g(y,u) = f(z, %, u). Aceeasi metoda poate fi aplicata si sistemelor de ordin III sau mai
mari, unde toate derivatele sunt combinate intr-un singur vector.
Este important de remarcat aici, ca pentru a defini starea initiala y, trebuiesc definite

pozitia initiala x si viteza initiala .
4.2 Integrarea prin ecuatii diferentiale de ordinul I

Fie un sistem dinamic continuu in timp & = f(x,u), unde x € R" si u € R™. Dandu-se
la momentul ¢ = 0 o stare initiala o si un control u(z,t), definit pentru ¢ > 0. Rezolvarea
tratectoriei de stare reprezinta rezolvarea unei probleme cu o valoare initiala data pentru un

sistem de Ecuatii Diferentiale de Ordinul I (ODE - Ordinary Differential Equation):

Gaseste z(t) pentru t > 0, unde &(t) = g(z(t),t) si 2(0) = zg (4.7)
unde g(x,t) = f(z,u(z,t)) este o functie dinamica ce variaza in timp.

4.2.1 Metoda Euler

Pentru anumite clase de sisteme dinamice, vom vedea ca ecuatiile diferentiale de ordinul
I pot fi rezolvate analitic. Cu toate acestea, in cazul general, vom folosi metode numerice
pentru rezolvarea acestor ecuatii. In acest context, problema este de integrare a ecuatiilor

diferentiale de ordin I (ODE integration), denumita si simulare.
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Cea mai simpla metoda de integrare numerica este metoda Fuler, care imparte timpul
intr-o secventa de mici pasi At, pasi in care se presupune ca dinamica este constanta. Fiecare
miscare consecutiva deplaseaza starea folosind aproximarea de ordinul I At-g(z(t),t). Rezul-

tatul este o secventa de stari xg, ..., xy:

x1 = xo + At - g(xg, At - 0) (4.8)
o =x1 + At - g(x1, At - 1) (4.9)
LL'N:$N—1+At'g(l’N_1,At'(N—l)) (410)

import numpy as np

def integrate_euler (f,x0,N,dt,t0=0):
"""Metoda Euler pentru aproximarea traiectoriei, dandu-se problema x<
'=f(x,t)

Arguments:

- f(x,t): o functie de stare si timp, ce exprima derivata dx
- x0: starea initiala la timpul tO, x(t0)=x0

- N: numarul de pasi

- tO0: timpul initial

Return value: traiectoria ([tO,t1,...,tN],[x0,x1,...,xN])
t = t0

x = x0

ts = [t0]

xs = [x0]

for i in range(N):
dx = f(x,t)
X = x + dt*xdx
t =t + dt
ts.append (t)
xs.append (x)

return (ts,xs)

Figura ilustreaza traiectoria unei particule 2D sub un camp gravitational, dansu-se
controlul u ca si acceleratie gravitationala.
Se poate observa ca precizia integrarii depinde mult de magnitudinea pasului de timp

ales. Cu cat pasul este mai mic, cu atat integrarea va fi mai precisa. Eroarea de integrare
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— Euler, dt=0.025

1. Euler, dt=0.05
—— Euler, dt=0.1
—— Euler, dt=0.2

04 —— Exact

000 025 050 075 1.00 1.25 150 1.75 2.00
X

Fig. 4.1 Traiectoria unei particule 2D calculata prin metoda Euler.

este data de € = x(t) — x4/a¢. Erori mari de integrare rezulta daca:
e variatia spatiala a functiei de dinamica este mare. Astfel, eroarea va creste daca
Jacobianul lui f este mare.
e timpul ¢ este mare (eroarea in general creste cu trecerea timpului).

o At este mare.

4.2.2 Integrarea prin aproximari de ordin superior

Metodele de integrare ODE ce folosesc aproximarea functiei dinamice prin polinoame
Taylor de ordin mai mare de I, returneaza erori mai mici in comparatie cu integrarea Euler.
O clasa des intalnita de astfel de metode sunt metodele Runge-Kutta, care folosesc evaluari

multiple ale functiei dinamice pentru a aproxima mai bine dinamica.

4.2.3 Stabilitatea, convergenta, divergenta

Un sistem dinamic se spune ca este:
creste in afara unei anumite limite.

e Instabil (sau divergent), daca traiectoria de stare se deplaseaza in afara unei anumite
limite.

e Convergent daca solutia traiectoriilor se apropie de un singur punct.

Un punct stabil este o stare x, in asa fel incat pentru o anumita vecinatate a lui =z,



6 DINAMICA SI CONTROLUL

integrarea ODE converge catre . O conditie necesara pentru ca un punct sa fie stabil este
ca acesta sa fie un punct de echilibru.

Punct de echilibru. Pentru un sistem dinamic continuu in domeniul timpului, avem o
stare  1n asa fel incat & = f(x) = 0. Pentru un sistem dinamic discret in domeniul timpului,
o stare x statisface relatia z = f(x). Nu este posibil sa avem un punct fix x in care & # 0.

Toate punctele stabile sunt si de echilibru, insa reciproca nu este adevarata. De exemplu,
pentru sistemul £ = z, x = 0 este un punct de echilibru, insa nu este stabil. Integrand, se
poate observa ci z(t) = ce! este solutia pentru ecuatia diferentiala. Astfel, o mica perturbatie
z(0) = e implica traiectoria solutie x(t) = ee', ce va creste fara limita pe masura ce ¢ creste.

Traiectoriile obtinute prin integrarea Euler pot fi divergente chiar si atunci cand sis-
temul dinamic este stabil (sau convergent). Sa consideram exemplul unui oscilator armonic

amortizat:

i=—10z— i (4.11)

42 cos(wt),

unde conditia initiala este x(0) = 1, #(0) = 0, solutia traiectoriei este x(t) = e~
iar w = 4/10 — 2% Figura ilustreaza rezultatul integrarii cu metoda Fuler pentru diferiti

pasi dt.

—— Euler, dt=0.025
Euler, dt=0.1

4 4 —— Euler, dt=0.2

—— Exact
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t

Fig. 4.2 Integrarea FEuler pentru diferiti pasi dt.

Cand pasul de timp dt este mic, traiectoria integrata converge intr-adevar catre 0, pre-
cum solutia exactd. Cu toate acestea, pentru At = 0.1, solutia oscileaza intre [—1,1] si

nu converge niciodata. Pentru At = 0.2 solutia explodeaza catre infinit. Aceasta este o
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problema in simulare, deoarece dorim sa efectuam calculele rapid fara pasi foarte mici, insa

si precis.

Exista sisteme dinamice stabile in orice punct, pentru care insa metoda Euler este insta-

bila. Un astfel de exemplu este oscilatorul:

— (4.12)

In acest caz vectorul de directie intr-un punct este intotdeauna perpendicular si in sens
trigonometric fata de vectorul ce uneste originea la punctul respectiv. Traiectoriile solutie,
ilustrate in Figura [4.3] sunt cercuri (rcos(t — 6),rsin(t — 6)), unde (r,6) sunt coordonate
polare ale punctului initial. Daca am aproxima acest sistem folosind integrarea Euler, fiecare

pas de integrare ar duce starea mai departe fata de origine, formand o spirala ce se va prelungi

in exterior fara limita.

— Euler, dt=0.025 _ _ -~ NN\
by Euler, dt=0.1 . \ \
24 — Euler, dt=025 & = - =~ N
1- . *®

TANN NS
N el

Fig. 4.3 Traiectorii solutie in planul fazelor.

4.2.4 Stabilitatea in sensul Lyapunov

Fie legea de reglare u(x). Sistemul in bucla inchisa (closed-loop) este sistemul pe
care 1l obtinem atunci cand folosim aceasta lege de reglare. Dinamica intregului sistem in

bucla inchisa este data de:

x = f(x,u(x)) = fa(x) (4.13)



8 DINAMICA SI CONTROLUL

Una dintre proprietatiile pe care le-am dori ca f, sa le aiba este stabilitatea.
Stabilitatea in sensul Lyapunov: Un sistem este stabil in sensul Lyapunov fata de

un punct fix g, daca pentru oricare € > 0, exista u 6 = d(¢), in asa fel incat:

1x(0) — xo|| < 6 = ||x() — x0|| < &, ¥ > 0 (4.14)

Stabilitatea asimptotica globala: Un sistem este global asimptotic stabil daca i) este
stabil In sens Lyapunov si 4i) pentru orice conditie initiala (stare initiald) x(0) se respecta

relatia:

lim |[x(t) — xo|| = 0 (4.15)

t—00
unde x(t) este starea la momentul de timp ¢, cand sistemul porneste la x(0), iar X, este starea
dorita (punctul fix). Daca aceasta conditie este respectata, se poate spune ca sistemul este
asimptotic stabil la xg.

Figura [4.4] ilustreaza stabilitatea asimptotica pentru un sistem descris prin doua stari

x = [z, 29T,

<= %
Az

Xe

Fig. 4.4 Sistem stabil global.

Conceptul de stabilitate asimptotica introdus mai sus se refera la stabilitatea asimptotica
globala. Aceasta este o conditie foarte puternica, fiind probabil imposibila de realizat in
practica. In cazul unei drone, conditia impune ca starea sa se deplaseze in X, indiferent de
starea initiala (care poate fi de exemplu 0.99x viteza luminii).

Stabilitatea asimptotica locala: Un sistem este local asimptotic stabil daca i) este

stabil in sens Lyapunov si i) pentru orice conditie initiald (stare initiala) x(0) cu ||x(0) —
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Xo|| < R pentru un R dat (orice conditie initiala dintr-o sfera de raza R), se respecta conditia:

lim ||x(t) — xo|| =0 (4.16)
t—o0

Fig. 4.5 Sistem stabil local.

Stabilitatea asimptotica globala implica stabilitatea asimptotica locala. In cazul sis-
temelor liniare de forma x = A(x —xg) + B(u — uy), stabilitatea asimptotica locala implica
stabilitatea asimptotica globala. Acest lucru nu este valabil pentru sistemele neliniare.

Stabilitatea fata de un punct fix x;: Orice stare initiala poate fi asimptotic modificata
catre xg prin alegerea potrivita a variabilei de control u, pentru orice stare initiala x(0).

Nu orice sistem (nici macar liniar) nu este neaparat stabil. Cu toate acestea, stabilitatea
sistemelor liniare de tipul x = A(x —x¢) + B(u—uy) poate fi verificata prin analiza valorilor

proprii ale matricilor A si B.
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