3. Rotatii 3D
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Cu toate ca in cursul precedent am invatat ca rotatiile din grupul SO(3) pot fi definite
prin matrici 3 x 3, aceasta reprezentare nu este intotdeauna cea mai convenabila. Exista un
numar de reprezentari alternative ale rotatiei, frecvent utilizate in robotica, aviatie, CAD,
vedere artificiala, sau grafica asistata de calculator. Cu toate ca SO(3) este un spatiu 3-
dimensional, acesta este fundamental diferit de spatiul Cartezian in sens topologic, insemnand
ca elementele din spatiul de rotatie nu sunt ”conectate” in acelasi fel prin care sunt conectate
punctele in spatiul Cartezian. In cele ce urmeaza, vom discuta in detaliu forma matricilor
de rotatie, si de asemenea reprezentarile folosind unghiuri Euler, axa-aliniata si quaternioni.

Fiecare reprezentare este in general echivalenta, din moment ce fiecare din acestea pot fi
mapate la o transformare de rotatie. Cu toate acestea, anumite reprezentari sunt mai conven-
abile pentru anumite operatii, precum inversarea, compunerea, interpolarea sau esantionarea.
Vom discuta de asemenea cum putem descrie rata continua de schimbare a rotatiei si cum

putem calcula derivatele acesteia.

3.1 Introducere in topologie: rotatii in 2D

Pe langa faptul ca este relativ dificil sa vizualizam rotatiile 3D in comparatie cu translatiile,
rotatiile se comporta fundamental diferit fata de translatii. Pentru o mai buna intelegere
a rotatiilor, vom introduce cateva concepte de topologie, o ramura a matematicii utilizata
pentru studiul modului prin care spatiile sunt conectate. Proprietatiile topologice de conec-
tivitate sunt pastrate sub transformari arbitrare inversabile, fiind astfel caracteristici funda-
mentale ale spatiilor si nu doar simple reprezentari de coordonate.

Vom introduce concepte topologice pentru spatiul de rotatii 2D SO(2). O particularitate
a rotatiilor 2D este faptul ca unghiurile se "incovoiesc”, in asa fel incat directia 0° este identica
cu 360°, respectiv cu multiplicarea acestora. Acesta este o particularitate importanta in mai

multe contexte:
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e Pentru ca un robot sa isi modifice orientarea de la 30° la 330°, este mai rapid ca acesta
sa se roteasca cu 60° in sens anti-trigonometric, decat cu 300° in sens trigonometric.
e Daca o articulatie se roteste cu peste 360°, atunci pozitia sa va fi exprimata ca si o
valoare modulo 360°.
e Cand se calculeaza valori indexate de un unghi, trebuie avut grija ca cel mai apropiat
unghi sa fie calculat ca si deviatie absoluta fata de 360°, in locul unei diferente absolute.
Cu toate ca exista o mapare unu-la-unu intre fiecare element al SO(2) si un unghi in
intervalul [0, 27), problema de "Incovoiere” demonstreaza ca SO(2) nu este echivalent fun-
damental cu spatiul Cartezian, deoarece elementele din SO(2) nu se comporta ca si numere
in intervalul dat (vezi Figura [3.1)).
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Fig. 3.1 (sus) Topologia spatiului de rotatii 2D este homeomorfic la un cerc. (jos) Cea mai scurta cale
dintre doua puncte de pe cerc (linia plina) se incovoaie la 27, aceasta valoare fiind o discontinuitate
pe interval. Cea mai scurta cale continua (linia punctata) este mai lunga pe cerc.

3.1.1 Concepte de baza in topologie

Topologia unui spatiu descrie conectivitatea punctelor din acest spatiu. Conectivitatea
este descrisa prin cai, care intr-un spatiu X este descrisda ca si o functie continua z(s) :
[0,1] — X. Doua spatii sunt topologic echivalente daca intre ele exista o functie bijectiva ce
pastreaza conectivitatea cailor. O astfel de functie bijectiva este denumita homeomorfism,
iar spatiul topologic echivalent este denumit homeomorfic. Daca nu exista o astfel de functie

bijectiva, atunci cele doua spatii sunt spatii topologice distincte (nu sunt homeomorfice).
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Din moment ce orice mapare dintre SO(2) si [0, 27) distruge continuitatea cailor ce trec
prin unghiul 0, aceste doua spatii sunt topologic distincte. Totusi, se poate demonstra ca
SO(2) este homeomorfic fata de cercul unitate S;. Functia ce mapeaza un unghi 6 de punctul
(cosf,sinf) de pe cerc (vectorul de directie avand orientarea 6) este bijectiva. Maparea
inversa este o operatie cunoscuta ca si argumentul punctului si este similar cu tan_l(%), insa
respecta cadranul fiecarui punct (x,y) si rezolva si cazul cand z = 0 (in multe limbaje de
programare aceast calcul este dat de subrutina atan2(y, z)). Se poate demonstra ca aceasta
functie bijectiva pastreza continuitatea cailor atat prin SO(2), cat si prin S;: cai continue
in SO(2) se mapeaza la cai continue in S; si vice-versa, chiar daca trec prin unghiul 0.

Ca si rezultat, miscarea de rotatie este fundamental similara cu miscarea pe un cerc.
Cand se calculeaza interpolarea dintre doua unghiuri, de obicei se doreste cea mai scurta
cale (distanta) dintre aceste doua unghiuri. Interpolarea in miscarea de rotatie necesita
fie specificarea directiei de rotatie, sau examinarea distantei minime traversate atat in sens

trigonometric, cat si in sens anti-trigonometric.

3.1.2 Distante geodezice si interpolarea

Calea dintre doua puncte in spatiu ce are distanta minima este denumita geodezica.
Distantele geodezice sunt cele mai scurte rute intre doua puncte dintr-un spatiu, in spatiul
Cartezian acestea fiind linii drepte. Distanta geodezica data de functia d(xy, z5), unde xq si
x9 sunt doua puncte in spatiu. In general in spatii topologice, distanta geodezica este dificil
de calculat, insa pentru cazurile SO(2) si SO(3) exista solutii.

Distanta unghiulara dintre doua unghiuri 6; si 65, definita in intervalul [0, 27), este data

de functia:

92—61 if—7T<92—61§7T
dif f(02,61) =<0y — 0, — 21 if Oy — 0, > 7 (3.1)
92—91+27T if@g—elé—ﬂ

care are ca rezultat o valoare in intervalul (—m, 7], ce produce o deplasare unghiulara minima
de la 65 la 6;, pozitiva in sens trigonometric si negativa in sens anti-trigonometric.

Distanta geodezica intre doua unghiuri este o interpolare intre distanta unghiulara:

0(s) = (01 + s-dif f(02,01)) mod (27) (3.2)

Distanta geodezica in SO(2) este distanta unghiulara absoluta, care este pur si simplu

distanta absoluta cu semn:

d(917 02)) = |diff(92, 91))| (3-3)
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3.2 Reprezentarea elementelor unui spatiu topologic

Cele mai intalnite spatii topologice pe care le utilizam in robotica sunt:

e R": spatiul Cartezian n-dimensional.

e SO(n): grupul special ortogonal n-dimensional. Acesta este definit ca si multimea de
matrici ortogonale n x n, ce au determinantul +1. Asa cum am observat anterior,
SO(2) este spatiul rotatiilor 2D, iar SO(3) spatiul rotatiilor 3D.

e SE(n): grupul special Euclidian n-dimensional. Acesta este multimea de transformari
rigide de dimensiune n si este echivalent cu SO(n) x R".

e S,: sfera n-dimensionala. S; este cercul, iar S, sfera standard. Este important de
mentionat ca acest spatiu descrie suprafata sferei.

In cele ce urmeazi vom considera un exemplu ilustrativ pentru problemele ce apar in

reprezentarea rotatiilor 3D. Coordonatele unui punct pe sfera unitate sunt date de latitudine

si longitudine (coordonate sferice):

cosf cos @
x(0,¢) = |sinfcos ¢ (3.4)
sin ¢
unde 6 € [0, 27) este longitudinea, iar ¢ € [—7/2,7/2) este latitudinea.

Din moment ce orice punct pe o sfera poate fi reprezentat printr-o pereche (6, ¢), di-
mensionalitatea lui Sy este maxim 2. Cu toate acestea, exista doua singularitati, si anume
pentru polul nord (0,0,1) si polul sud (0,0, —1), unde fiecare punct pe sfera are un numar
infinit de reprezentari 2D: x(0,7/2) = (0,0, 1), respectiv x(0, —7/2) = (0,0, —1).

Aceasta neliniaritate ne indica faptul ca atunci cand punctul se apropie de poli, atunci
reprezentarea punctului variaza foarte mult. Daca x = (x,y, z), atunci conversia la lati-

1

tudine/longitudine este data de relatiile ¢ = sin™" z si 0 = atan2(y, z), functie ce devine

nedefinta pentru z =y = 0.

3.3 Matrici de rotatie 3D

Asa cum am vazut in cursul precedent, rotatiile 3D pot fi descrise prin matrici 3 x 3:

i1 T2 Ti3
R= |roy1 795 793 (3-5)
31 T32 733
O matrice de rotatie are 9 parametri, insa acesti parametri nu pot avea orice valoare pen-

tru ca R sa fie o matrice de rotatie valida. Pentru aceasta R trebuie sa satisfaca urmatoarele

doua proprietati:
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1. ortogonalitate: RTR = I, sau echivalent RRT =T

2. orientare pozitiva: det(R) =1

3.3.1 Rotatii orientate pe axa

Rotatiile pe axe individuale sunt cele mai directe de calculat, deoarece una din axe ramane

neschimbata, iar celelalte doua vor efectua o rotatie 2D in planul ortogonal.

i

Fig. 3.2 Rotatii orientate pe o axa.

Mai intai, matricea de rotatie in jurul axei Z contine o matrice de rotatie 2D in coltul

din stanga sus:

cosf) —sinf 0
Rz(0) = |sinf cosf 0 (3.6)

0 0 1
Ne putem imaginea aceasta operatie cu axa Z iesind din planul paginii, X si Y formand
axe in planul paginii. Rotatia 6 este in sens trigonometric. Se poate observa ca punctele
rotite nu isi schimba valoarea pe axa Z, proprietate mentinuta de a treia linie a matricei

(0,0,1).

Rotatia in jurul axei X este similara, cu o matrice 2D de rotatie ce apare de-a-lungul

axelor Y si Z:

1 0 0
Rx(0) = [0 cosf —sinf (3.7)

0 sinf cosf

In final, rotatia in jurul axei Y este similara, insa cu o schimbare de semn pentru sinus:
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cosf 0 sind
Ry (6) = 0 1 0 (3.8)
—sinf 0 cosf

Motivul pentru care termenele sin € isi shimba semnul este pentru ca daca ar fi sa orientam
axa Y sa pointeze in afara paginii si axa X la dreapta, atunci axa Z va pointa in jos (directia

negativa).

3.3.2 Interpretare

Sa luam in considerare ca XY Z reprezinta axele pre-rotatie, iar X'Y’Z" axele post-rotatie.
Prima coloana a matricei de rotatie reprezinta coordonatele X’ fata de axa originala X dupa

rotatie:

11
x' = |ry (3.9)

31

T
Similar, a doua coloana ne indica coordonatele lui Y’ fata de Y: y’ = [7“12 T'99 7’32] ,

respectiv a treia coloana coordonatele lui Z’ fata de Z: z’ = |:7“13 T93 r33} T.

De asemenea, din moment ce R~! = RT, axele vechiului sistem de coordonate fatd de
noul sistem sunt linii individuale ale lui R.

Datorita regulii cosinusului, r1; este cosinusul unghiului dintre vechea si noua axa X',
acest termen fiind produsul scalar dintre x’ si x = (1,0, 0). In mod similar, celelalte elemente

ale diagonalei reprezinta cosinusul unghiului dat de celelalte axe.

3.3.3 Operatii

Aplicarea rotatiei unui punct. Aceasta operatie este reprezentata de multiplicarea
unei matrici cu un vector.

Compunerea. Compunerea a doua matrici de rotatie R; si Rs reprezinta pur si sim-
plu Inmultirea matriceala R;R,;. Este important de remarcat aici ca inmultirea nu este
comutativa, si anume Ry Ry # RoR;.

Inversa. Inversa unei matrici de rotatie este transpusa matricii.

3.3.4 Discutie

Compunerea matricilor de rotatie poate fi dificila datorita conventiei rotatiei in jurului
unui sistem de coordonate fix al lumii, sau in jurul coordonatelor locale. In acest curs vom

folosi prima conventie, cunoscuta sub numele de rotatie extrinseaca. Fie R; o rotatie in
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jurul axei A si Ry o rotatie in jurul axei B. Cand compunem R; R, inseamna ca un punct
P exprimat in coordonatele locale p va fi mai intai rotit in jurul axei B, rezultand punctul
P’, si apoi in jurul axei A, unde A este interpretatd ca fiind fiza in sistemul de coordonate
nerotit. Punctul final rezultat este P”. Prin multiplicarea R;Rsp obtinem coordonatele lui

P” fati de sistemul de coordonate nerotit, asa cum este ilustrat in Figura [3.3|

=
=

(S 8

(about 2) (about X) (rotate about X, then
about the original Z)

Fig. 3.3 Compunerea R; Ry corespunde aplicarii rotatiei Rz, urmata de aplicarea rotatiei R; Aceasta
inseamna ca sistemul de coordonate reprezetant de Ry este rotit in jurul axei lui Ry in sistemul de
coordonate original.

Confuzia se produce atunci cand axele de rotatie sunt considerate ca fiind atasate sis-
temului de coordonate deja rotit (rotatii intrinseci), care se produce atunci cand se incearca
rezolvarea urmatoarei probleme: Fie P = (1,2,3) un punct atasat sistemului de coordonate
B. Sa se gaseasca coordonatele lumii pentru punctul P atunci cand B este rotit in jurul axei
Z cu 90°, apoi cu 90° in jurul axei locale X a lui B, si in final translatat fata de origine cu
un offset £(10,0,5).

Aplicand local (intrinsec) transformatele, obtinem valorile incorecte:
1. rotatia Rz(90°) transforma (1,2,3) la (—2,1,3)
2. rotatia Rx(90°) transforma (—2,1,3) la (—2,-3,1)

3. translatia transforma (—2,—3,1) la (8, —3,6)

Problema care apare mai sus este ca dupa prima rotatie axa locala X a fost rotita si nu
mai este echivalenta cu axa X din coordonatele lumii, fiind acum aliniata cu axa Y a lumii.

Secventa corecta de operatii este:

1. rotatia Rz(90°) transforma (1,2,3) la (—2,1,3)



8 ROTATII 3D

2. rotatia Rz(90°) transforma de asemenea axa X locald cu axa Y a lumii
3. rotatia Ry (90°) transforma (—2,1,3) la (3,1,2)

4. translatia transforma (3,1,2) la (13,1,7)
Rezultatul corect se poate obtine prin inversarea ordinii aplicarii matricilor de rotatie:

RZ(9O°)RX(90°)p +t (310)

In general, rotatiile intrinseci se compun in ordine inversa fata de cele extrinseci.

3.4 Unghiuri Euler

Unghiurile Euler sunt o modalitate de reprezentare a rotatiilor 3D prin 3 parametrii
(¢,0,1), fiind derivate din definitiile lui Ry, Ry si Rz. Acestea sunt una dintre cele mai
simple metode de reprezentare, fiind usor de interpretat. Ideea de baza este de a reprezenta
rotatiile pe cele 3 axe ca si o compunere de 3 rotatii aliniate pe axa. Ordinea care se aplica

pentru rotatie este stabilita prin conventie.

3.4.1 Conventii

De exemplu, conventia roll — pitch — yaw utilizata cu precadere in aeronautica considera
unghiul roll de-a-lungul axei X, pitch pe Y si yaw pe Z (v. Figura [3.4)), rotatia compusa
fiind data de:

Ripy(9,0,4) = Rz(¢) Ry (0) Rx (¢) (3.11)

Se poate observa ca ordinea rotatiilor este Z, Y, X, aceasta ordine fiind cunoscuta ca si

conventia ZY X. In aceastd conventie, se aplicd mai intéi roll (X), urmat de pitch (V) si in

final de (Z).

X" g Ry ()
Y.’H

Fig. 3.4 Conventia roll-pitch-yaw.

Bineinteles ca exista o multitudine de conventii, fiecare avand forma:
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Rapc(9,0,1) = Ra(¢)Rp(0) Ro(¥) (3.12)

unde A, B si C sunt una din cele 3 axe X, Y, sau Z. Pentru ca o conventie sa fie valida, ea
nu trebuie sa contina rotatii adiacente pe aceeasi axa (de exemplu conventia X XY nu este
validd). Cu toate acestea, daca doua rotatii neadiacente pot fi pe aceeasi axa. De exemplu,

urmatoarea conventie este valida:

Rzyz(¢,0,7) = Rz(¢)Ry (0)Rz () (3.13)

3.4.2 Conversia in matrici de rotatie

Conversia unghiurilor Euler in matrici de rotatie este un calcul direct. Mai intai, pen-
tru conventia data, vom introduce in ecuatie termenii matricei de rotatie corespunzatori

sinusurilor si a cosinusurilor. De exemplu, pentru conversia roll-pitch-yaw:

rll r12 r13 C1C2 (158283 — S1C3 S1S3 + C182C3
Ropy = [121 122 123| = |s1¢0 €103+ S18283  S189C3 — €183 (3.14)
r3l r32 133 —S9 €253 CoC3

unde pentru claritate s-au folosit notatiile ¢; = cos¢@, s; = sin¢, c; = cos#, sy = sinb,

€3 = COS @ si S3 = sin .

3.4.3 Singularitati: blocarea cardanului (en. gimbal lock)

Intervalul minim pentru unghiurile Euler (¢, 6,1)) necesar pentru a acoperi orice rotatie
este [0,27) x [—7/2,7/2] x [0,27). Cu toate acestea, multimea unghiurilor Euler nu este
echivalenta topologic cu SO(3). Sunt anumite cazuri in care o singura rotatie are un numar
infinit de rotatii. De exmplu, in conventia ABA, orice rotatie pura de-a-lungul axei A poate
fi reprezentata prin unghiuri Euler avand 6 = 0, insa printr-un numar infinit de valori ¢ si ¢
avand suma constantd. In conventia roll-pitch-yaw, unghiul de pitch de +m/2 aliniaza axele
roll (X) si yaw (Z). Astfel, cdnd vehiculul este orientat in sus, exista un numar infinit de
solutii pentru ¢ si .

Astfel de cazuri sunt denumite singularitati. Singularitatea de mai sus este stabilita prin
analogie cu cardanul (en. gimbal), care este un mecanism cu trei axe. Cardanele sunt de
obicei utilizate in giroscoape pentru a masura orientarea 3D cu ajutorul unei mase ce isi
pastreaza orientarea absoluta, in timp ce montajul care mentine masa se roteste. Blocarea
cardanului (en. gimbal lock) apare atunci cand doua axe ale mecanismului se aliniaza, punct

in care masuratorile cardanului devin nedefinite.
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3.4.4 Inversa

Inversa unui set de unghiuri Euler (¢,0,v) avand conventia ABC' este un alt set de
unghiuri Euler (=, —0, —¢), avand conventia C' BA.
3.5 Axa-unghi si reprezentari prin vector de rotatie

O alta metoda intalnita in reprezentarea rotatiilor este forma axa-unghi, care reprezinta o

matrice de rotatie ca si o rotatie a unui unghi dat de-a-lungul unei axe unitate (v. Figura|3.5)).

Fig. 3.5 Conventia unghi-axa.

Reprezentarea unghi-axa foloseste o pereche a, f, unde a este un vector unitate 3D si 0
un unghi in intervalul [0, 7], avand astfel 4 parametrii. Constrangerea ||a|| = 1 inlatura un
grad de libertate, generand un spatiu 3D de rotatii.

O reprezentare inrudita, denumita vector de rotatie, imbunatateste reprezentarea unghi-
axa prin simpla codare a axei ca si directie, iar unghiul ca si lungimea vectorului 3D m = fa.
Conversia dintre cele doua reprezentari este usoara, cu § = ||m|| si a = m/||m|| daca
|lm|| # 0. Intervalul de valori posibile pentru parametrii unui vector de rotatie se gasesc
intr-o sferd de razi 7. In literaturd, reprezentarea prin vector de rotatie se mai intalneste

sub denumirile de parametrii Rodrigues, coordonate exponentiale, sau viteze unghiulare.

3.5.1 Conversia la matrice de rotatie

Conversia de la reprezentarea axa-unghi la matrice de rotatie se poate face folosind

formula Rodrigues:

Rua(a,0) = I +sinfa + (1 — cos0)a* (3.15)
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Ry (m) = Roo(m/||[ml], [[ml[) (3.16)

unde a este reprezentarea matriceala a unui vector 3D:

a=| v, 0 —u, (3.17)

3.5.2 Conversia din matrice de rotatie

Daca sinf # 0, atunci:

ay = (T3 — 193)/2sin 6 (3.18)
Ay = (T13 — T31>/2 sin 6 (319)
a, = (ra1 — r12)/2sin 6 (3.20)

In cazul in care sin§ = 0, avem fie situatia in care # = 0, R fiind matricea identitate, sau
0 = 7, caz in care cos = —1, deci R = —I + laa”. Putem mai departe determina, pana la

precizia semnului:

Ay = + (TH —+ 1)/2 (321)
ay =t/ (re2 +1)/2 (3.22)

3.6 Quaternioni

Quaternionii sunt o reprezentare a rotatiei bazata pe o extensie a numerelor complexe.
Numerele complexe unitate ¢ = cos @ +isin 6, cu |c| = Va? + b?> = 1 pot reprezenta rotatiile

2D deoarece multiplicarea complexa efectueaza rotatie:

c(p+iq) = (pcosh — gsin®) +i(psinh + ¢ cos ) (3.24)

unde componentele reale si imaginare sunt pozitiile pe axele X si Y ale unui punct (p,q)
rotit cu unghiul #. Echivalentul in 3D a acestei reprezentari sunt quaternionii.

Quaternionii (qo, q1, ¢3,¢4) sunt compusi dintr-o coordonata reala g si trei coordonate
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imaginare ¢, g2 si ¢z ale unui numar complex:

q=qo+1q+Jjqz + kg3 (3.25)

unde 7, 7 si k sunt numere imaginare avand proprietatiile:

o« 2= 2=k2=_1

o 1 =jk=—kj

o j=ki=—ik

o k=1ij=—ji

Se poate observa ca regulile de multiplicare de mai sus nu sunt simetrice. Produsul a
doi quaternioni este o operatie nesimetrica ce este definita prin aplicarea distributivitatii si

a regulilor de mai sus:

qp =(qo +iq1 + jq2 + kq3)(po + ip1 + jp2 + kp3)
=qo(po + ip1 + jp2 + kps) + iqi(po + ip1 + jp2 + kps)+
Jq2(po + ip1 + jpa + kps) + kqs(po + ip1 + jp2 + kps)
=qopo + iqop1 + Jjqop2 + kqops + iqipo + Cqupr + ijqip2 + ikqips+ (3.26)
jq2p0 + Jigopr + j2qepa + jkaops + kaspo + kigspr + kjgsps + k*qsps
=(qopo — @1P1 — G2p2 — q3p3) + i(qop1 + Q1P + Q23 — q3P2)+
7(qop2 + g2po — @1ps + qsp1) + k(qops + gspo + qip2 — q2p1)

Norma unui quaternion este definita ca si quaternionul unitate:

|q|=\/q§+q%+q§+q§=1 (3.27)

Quaternionul unitate are proprietatea speciala ca inversa lui este egala cu negarea com-
ponentelor imaginare:

¢ = qo —iqi — jaz — kas (3.28)

Dandu-se un punct 3D p = (z,y, 2) si reprezentarea sa ca si quaternion p = (0,z,y, 2),
exista o operatie denumita conjugata lui p cu un quaternion unitate ¢, in asa fel incat

rezultatul sa fie un punct rotit p’ = (0,2',y/, 2):

P =qpg (3.29)

Relatia dintre un quaternion si reprezentarea axa-unghi (a, d) este data de conversia:

(90, ¢1, 42, q3) = (cos(0/2),sin(0/2)a,,sin(0/2)a,,sin(0/2)a,) (3.30)
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Conversia unui quaternion la matrice de rotatie este data de:

2((1(2) + Q%) —1 2(q1q2 — qq3) 2(q1q3 + Qoq2)
Ry(q9) = | 2(q1q2 + q003) 2(a3+ @) — 1 2(q205 — qon) (3.31)
2(q192 — @043)  2(q2q3 + qoqn)  2(qg +4q3) — 1

3.6.1 Compunerea a doi quaternioni

Quaternionii au avantajul compunerii mai facile fata de matricile de rotatie, datorita
faptului ca produsul a doi quaternioni este o compozitie. Aceasta operatie necesita 16
inmultiri si 12 adunari/scaderi, fata de 27 de inmultiri si 18 adunari in cazul multiplicarii

matricilor.

3.7 Concluzii

Nu exista o reprezentare ideala a rotatiilor pentru toate cazurile practice, fiecare repre-
zentare avand o matrice de rotatie echivalenta. Cu toate acestea, este necesara o conventie
care sa fie respectata in calcule. In tabela de mai jos se regasesc sumarizate avantajele si

dezavantajele diferitelor metode de reprezentare a rotatiilor:

Reprezentare Parametrii

Matrice de rotatie Matrice R de dimensiune 3 x 3, cu 6 grade de libertate
inlaturate datorita contrangerilor de ortogonalitate.
Unghiuri Euler 3 parametrii (¢, 0, ), in intervalul [0,27) x [—7/2,7/2] x [0, 27).
Axa-unghi 3 4 1 parametrii (a,#), in intervalul Sy x [0, 7),
cu un grad de libertate inlaturat prin
contrangerea vectorului unitate |Va = 1.
Vector de rotatie 3 parametrii m in intervalul |m| < 7.
Quaternion 4 parametrii (qo, q1, g3, q4), cu un grad de libertate

inlaturat prin constrangerea quaternionului unitate.



14

ROTATII 3D




Bibliografie

[1] K. Hauser, Robotic Systems. Illinois, 1L, USA: university of illinois urbana-champaign,
2023. [Online]. Available: https://motion.cs.illinois.edu/RoboticSystems/


https://motion.cs.illinois.edu/RoboticSystems/

	Rotații 3D
	Introducere în topologie: rotații în 2D
	Concepte de bază în topologie
	Distanțe geodezice și interpolarea

	Reprezentarea elementelor unui spațiu topologic
	Matrici de rotație 3D
	Rotații orientate pe axă
	Interpretare
	Operații
	Discuție

	Unghiuri Euler
	Convenții
	Conversia în matrici de rotație
	Singularități: blocarea cardanului (en. gimbal lock)
	Inversa

	Axă-unghi și reprezentări prin vector de rotație
	Conversia la matrice de rotație
	Conversia din matrice de rotație

	Quaternioni
	Compunerea a doi quaternioni

	Concluzii


