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Reprezentarea in coordonate omogene

In aproape toate domeniile de inginerie, este esentiala identificarea si manipularea expre-
siilor matematice ce exprima elemente fizice, din lumea reala. Sistemele robotice inteligente
construiesc un model mental al lor si a lumii din jurul lor, urmand ca apoi sa il modifice
atunci cand interpreteaza trecutul si prezic viitorul.

Doua din cele mai importante reprezentari matematice sunt vectorii si matricile din
algebra liniara. Vectorii sunt de obicei reprezentari ale pozitiei si orientarii in spatiul 2D sau
3D, insa pot la fel de bine sa reprezinte si alte variabile, precum masuratori achizitionate de
la un senzor. Matricile sunt elemente ce descriu cum se modifica reprezentarile.

In acest curs, vom discuta cum vectorii si matricile sunt utilizate in robotica pentru
reprezentarea pozitiilor 2D si 3D, miscarea corpului rigid si pentru transformarea de coor-

donate.

2.1 Vectori si coordonate

Vectorii extind conceptul de lucru cu numere reale ¥ la spatii multidimensionale. Acestia
reprezinta colectii de numere reale ce au o intelegere comuna, precum pozitie sau directie,
sau citirea unei semnal la un anumit moment de timp.

De obicei, se foloseste spatiul Euclidian n-dimensional ", in care un vector este un

simplu tuplu de numere reale n. Vectorii sunt stocati ca si insiruiri de numere.

2.1.1 Sisteme de coordonate 2D

Un vector n-dimensional x este un tuplu de numere reale x = (z1, ..., x,) € R", in cazul
2-dimensional fiind $2.

O porzitie 2D P este reprezentata de un vector cu 2 elemente x = (p,,p,) ce reda coor-
donatele relative fata de axele X si Y, axe ce se intersecteaza la pozitia O, denumita origine

(vezi Figura [2.1)).

O reprezinta o pozitie arbitrara in spatiu, iar X si Y sunt directii ortogonale, cu Y rotit
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Fig. 2.1 (a) Un punct P in plan. (b) Coordonatele de referinta pentru determinarea pozitiei
punctului P. (c) Deplasarea (offset-ul) punctului P fata de originea sistemului de coordonate XY'.
la 90° in sens trigonometric fata de X. O pozitie fizica este definita doar de coordonate

aflate Intr-un anumit sistem de coordonate.

2.1.2 Sisteme de coordonate 3D

O pozitie 3D este reprezentata de un vector de 3 elemente p = (p., py,p.), ce exprima
coordonate fata de axele X, Y si Z, respectiv deplasare fata de originea O in spatiul 3D

unde se intersecteaza axele. Notatia matematica este data de vectorul coloana:

Pz
P = |py (2.1)

Vectorii sunt de asemenea utilizati in exprimarea deplasarii, directiei, sau a derivatei.
O deplasare este o diferenta intre 2 puncte. De exemplu, q — p ne arata deplasamentul
necesar in directiile X si Y pentru a ne misca de la punctul P la punctul ), unde q exprima
coordonatele lui @) fata de acelasi sistem de coordonate. Acest vector are atat directie, cat
si magnitudine. Directia nu are magnitudine si este definita ca si vector unitate. Directia de
la P la @) este data de:

qa-pP (2.2)
lla —pll

In 2D, directia poate fi data si sub forma de unghi 8 € [0, 27)rad, luand in considerare
conventia ca unghiul masoara directia in sensul trigonometric de la axa X. Vectorul unitate
corespondent este (cos(6), sin(f)).

O derivata este o deplasare infinitezimal de mica. Daca pozitia P(t) este o functie
dependenta de ¢, atunci derivata sa este un vector p'(t) = (p.(t), py()).

Diferenta principala dintre pozitii si directii este ca directiile nu variaza fata de un sistem

de coordonate. Cu toate acestea, atat pozitiile, cat si directiile, sunt afectate de sistemul de
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Fig. 2.2 Cantitati ce indica directii pentru deplasari (a), directii (b) si derivate (c).
coordonate ales.

2.1.3 Operatii geometrice

Coordonatele unui punct p dupa translatia cu un deplasament d poate fi calculata uti-
lizand adunarea vectorilor p + d. Interpolarea si extrapolarea punctelor intermediare dintre

p si q este data de ecuatia:

x(u) = (1 —u)p + uq, (2.3)

unde u € R. Aceasta ecuatie incepe la x(0) = p, unde u = 0 si se termina la x(1) = q,
unde u = 1. Extrapolarea poate fi obtinuta pentru « < 0 si u > 1, asa cum este ilustrat in

Figura [2.3
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Fig. 2.3 Linia ce trece prin punctele P si ) poate fi modelata ca si interpolare parametrica (a) sau
ca si ecuatia unui plan (b).

Linia ce trece prin p si q poate fi obtinuta utilizarea interpolarii / extrapolarii de mai
sus de-a-lungul Intregii plaje de valori u € R. Segmentul de linie dintre p si q este obtinut

folosind valorile lui w din intervalul [0, 1].
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2.2 Transformari

O transformare T este o functie ce mapeaza un vector n-dimensional la alt vector n-

dimensional:

TR — R (2.4)

Transformarile pot reprezenta operatii geometrice, ce sunt generate de miscare sau actiune,
sau de schimbarea sistemului de coordonate, lucru ce determina schimbarea interpretarii
pozitiei si orientarii. O multitudine de transformari spatiale, inclusiv translatia, rotatia si
scalarea, sunt reprezentate prin operatii matriciale. Schimbarea sistemelor de coordonate

sunt de asemenea operatii matriciale.

2.2.1 Transformari liniare

O transformare liniara este acea transformare care poate fi reprezentata prin operatia
matriciala:
y = Ax (2.5)

unde x € R™, y € R”, iar A este o matrice m x n. Pentru cazul 2D, aceasta operatie are

forma:

Go| _|@ b| |Pa| _ |apstbpy (2.6)
Gy ¢ d| |py cpy + dgy
In cazul 3D, o transformare liniara are forma:
Qa a1 a2 13| | Pz 11Dy + Q12Dy + Q13D:
Qy| = Q21 Q22 Q23| |Py| = |Q21Pz + G22Py + G23P2 (2.7)
q az1 Qs as3] | P a31Py + A32Dy + Q33D

2.2.2 Rotatii in 2D

Rotatiile in jurul originii folosind un unghi 6 pot fi definite ca si transformari liniare. Se
dau:

e doua sisteme de coordonate XY si X'Y’ ambele avand originea in O;

e sistemul XY este sistemul de coordonate pre-rotatie;

e sistemul XY’ este sistemul de coordonate post-rotatie.

Asa cum este ilustrat in Figura noua axa X' are coordonatele x = (cosf,sin6).
Analog, axa Y are coordonatele y = (—sin#, cos ).

In urmitorul pas, luam in considerare faptul ca un punct P a fost rotit la punctul P’
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odata cu sistemul de coordonate. P’ are in continuare aceleasi coordonate (p,, p,), insa fata
de sistemul X'Y”. Punctul P’ este obtinut prin deplasamentul p, de la originea lui X’ si p,
de la originea lui Y’. Astfel, pentru a obtine noile coordonate ale punctului p, putem aplica

relatia:

» cos(f) — p, sin(0
P =pX +py = e c05(6) = py sin0) (2.8)
Pz sin(6) + p, cos(f)

N‘V

[px cos § — p,, sin 9]

Px Sin 6 + p,, cos 6

D, cos O
Py Sin 6

—py sin@
py cos @

(¢)

Fig. 2.4 Rotatia sistemului de coordonate si obtinerea coordonatelor punctului P’.

Ecuatia de mai sus poate fi rescrisa compact sub forma:



6 TRANSFORMARI DE COORDONATE

p' = R(0)p (2.9)

unde matricea de rotatie este:

cos(f) —sin(6)
R(9) = 2.10
) sin(f) cos(0) (210)

Astfel de matrici au urmatoarele proprietati:

1. Compunerea a doua matrici R(0;)R(0s) = R(0; + 602) este echivalenta cu suma unghi-

urilor;
2. Determinantul are valoarea 1 pentru orice #: det(R(6)) = cos? 6 + sin? 0 = 1;
3. Datorita identitatiilor cos(—6) = cos(f) si sin(—0) = —sin(f), operatia de rotatie cu

unghiul —0) este echivalenta cu matricea transpusa:

cos(f) sin(0)
R(—0) = = R(9)" (2.11
( —sin(f) cos(f) )

4. Matricile de rotatie fiind ortogonale, transpusa unei matrici de rotatie este echivalenta

cu inversa sa:

R(—0) = R(0)" = R(0)™! (2.12)

5. norma unui vector este invarianta la rotatie:

[[R(O)x|| = [Ix| (2.13)

Spatiul de rotatii 2D este cunoscut ca si grupul special ortogonal SO(2). Motivul pentru
care este denumit grup special ortogonal este datorat faptului ca acesta contine intregul
set de matrici ortogonale 2 x 2 cu determinant pozitiv, chiar daca exista anumite matrici

ortogonale cu determinantul —1.

2.2.3 Rotatii in 3D

In spatiu 3D, rotatiile sunt definite tot prin transformari liniare, cu toate ca parametrizarea
lor nu este asa de simpla ca in cazul 2D. O rotatie 3D este reprezentata prin ecuatia ma-

triceala:

p' = Rp (2.14)
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unde R este o matrice de rotatie 3 x 3.

1 Tz T3] [x
p=(x79,2) p'=Rp= |11 T2 T23||y
31 T3z 1331z

Fig. 2.5 Dupa o rotatie, coordonatele punctului transformat fata de axele originale sunt determinate
prin multiplicarea sa cu matricea de rotatie R.

Ca si in 2D, matricile de rotatie satisfac urmatoarele proprietati:

1. Compunerea a doua matrici de rotatie Ry Ry rezulta tot o matrice de rotatie.

2. In general Ry Ry # Ry Ry, doar daca cele doua matrici impart o axa comuna.

3. Determinantul det(R) = 1 pentru toate matricile de rotatie.

4. Transpusa unei matrici de rotatie este inversa sa: RT = R™!, sau RRT = RTR = I.

5. Norma unui vector este invarianta la rotatie.

Spatiul rotatiilor 3D este denumit grupul special ortogonal SO(3).
O alta definitie a matricilor de rotatie este prin interpretarea fiecarei coloane ca si coor-
donatele fiecarei axe dupa rotatie. Cu alte cuvinte, cand un sistem de coordonate se roteste

cu matricea R in jurul originii, elementele matricei de rotatie pot fi interpretate ca si:

Ty Yz 2z
R= 1z, y, 2z (2.15)

unde (24, z,, z,) indica coordonatele noii axe X in vechiul sistem de coordonate, (ys, vy, y:)
coordonatele noii axe Y, iar (2,, z,, z,) coordonatele noii axe Z.

Aceasta interpretare este utila cand dorim sa determinam coordonatele unui punct rotit
in sistemul de coordonate original. Daca punctul este definit ca si p = (py, py, p2), In asa fel
incat P — O = p, X +p,Y +p,Z, atunci noile coordonate ale lui P fata de vechiul sistem de

coordonate (original) sunt date de Rp.
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1 T2 T3

R =|T21 T2 T33

(0,1,0) 31 732 733
A

(111, 721,731) * (113, 723,733)

» (1,0,0)

J (12,122, 132)
(0,0,1)

Fig. 2.6 O rotatie 3D este reprezentata de o matrice 3 x 3, a caror coloane indica coordonatele
axelor rotite relativ de axele originale.

2.2.4 Scalarea

Scalarea aliniatd la axa (axis-aligned) in spatiul 2D poate fi de asemenea reprezentata

printr-o transformare liniara:

s, O
S(sa,8y) = (2.16)
0 sy
unde s, reprezinta factorul de scalare in directia lui X, iar s, factorul de scalare in directia
lui Y. Daca s, = s,, atunci scalarea este denumita ca fiind uniforma.

Aceasta definitie poate fi generalizata la cazul n-dimensional utilizand un vector n-

dimensional s, care determina scalarea in fiecare directie printr-o matrice diagonala n x n:

S(s) = diag(s) (2.17)

2.2.5 Compunerea transformarilor liniare

Atunci cand se aplica doua transformari liniare una dupa cealalta, rezultatul poate fi de-
terminat prin multiplicarea matriceald. Luand in considerare ca 77(x) si T»(x) sunt ambele
transformari liniare ce utilizeaza matricile A, respectiv B. Cand aplicam mai intai trans-
formarea T obtinem y = T3(x), urmata de transformarea 77, prin care obtinem z = T} (y).

Rezultatul final este:

z = T1(Trx)) (2.18)
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unde, chiar daca transformarea 77 este scrisa prima in ecuatie, ea este aplicata dupa trans-

formata T5. Sub forma de produs matriceal, aceasta dubla transformare este scrisa:

z = ABx (2.19)

Ca si rezultat, compunerea functiilor 7} o T; este de asemenea o transformare liniara cu
matricea AB.

Folosind compozitia, se pot deriva si alte transformari utile, precum scalarea nealiniata
la 0 axa. Daca dorim sa scalam pe o anumita axa cu valoarea s in directia v, unde v este
un vector unitate. Operatia poate fi efectuata prin rotatia cu unghiul 6, in asa fel incat axa
X sa fie aliniata cu v, urmata de scalarea aliniata la axa si rotatia inversa catre sistemul de

coordonate original. Astfel, daca:

Up Uy
R(0) = (2.20)
—Vy Vg
rezultatul compunerii este:
vy —vy| |s O Up Uy Uy —Uy SU; Sy
A p— p— pu—
vy Uy 0 1 —Uy Vg vy Uy —Uy Uy (2.21)
sv2 402 sugv, — v V2 v
_ z y zUy vl gy (s—1) :r zUy
SUgUy — UgUy  SUL + VS Vgvy UL

Foarte important este de observat ca ordinea multiplicarii matricilor conteaza in rezul-
tatul final. O rotatie urmata de o scalare nu este neaparat echivalenta cu o scalare urmata

de o rotatie.

2.2.6 Transformari rigide

Transformarile rigide in 2D au doua proprietati:

1. Distanta dintre doua puncte nu se modifica dupa transformare.

2. In 2D, orientarea si aria unui triunghi nu se modifica, iar in 3D, orientarea si volumul

unul tetraedru nu se modifica.

Formula tuturor transformarilor rigide este data de o rotatie R, urmata de o translatie

T(x) = Rx +t (2.22)
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unde regula este de a aplica mai intai rotatia in jurul originii, urmata de translatie.

De asemenea, este posibil sa interpretam transformarile rigide ca si rotatii in jurul unui
punct arbitrar. Fie un centru de rotatie c, o rotatie in jurul lui ¢ poate fi construita prin
translatarea unui punct in asa fel incat c sa fie originea, urmata de rotatia in jurul originii
folosind o matrice R, iar in final translatand din nou in originea sistemului de coordonate
original:

T(x) = R(x —c) + ¢ (2.23)

unde termenul din paranteze reprezinta translatia in ¢ ca si origine, inmultirea cu R este
rotatia in jurul originii, iar adunarea cu c reprezinta translatia inapoi la sistemul de coordo-

nate original. Cele doua reprezentari sunt legate prin:

t=c— Rc (2.24)

c=(I—-R)'t (2.25)

Setul de transformari rigide este denumit grupul special Fuclidean SE(2) in 2D, respectiv
SE(3) in 3D. Aplicarea repetata de transformari rigide produce la final o transformare rigida.

Dandu-se doua transformari rigide:

TQ(X) == RQX + tQ (227)
transformarea compusa 7} o T; reprezinta aplicarea mai intai a transformatei 75, urmata de
Ty. Fiey = T5(x) si z = T1(y), atunci:

7 = Tl(TQ(X)) = Rl(RQX + tg) + tl (228)

Utilizand proprietatea de distributivitate a inmultirii de matrici obtinem:

7z — RlRQX + thg + tl (229)
unde ecuatia de mai sus este o simpla transformare rigida folosind matricea de rotatie R Ro
si translatie folosind (Ritg + t1)

2.2.7 Transformari inverse

Nu toate matricile de transformare au si o inversa, insa cele de rotatie, translatie si

transformari rigide au. Inversa unei matrici de rotatie este pur si simplu transpusa ei.
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Translatiile sunt inversate prin translatarea in directia negativa. Transformarile liniare Ax
au o inversia doar daci matricea A este inversabild, si anume A~ !'x.

Transformarile rigide sunt de asemenea inversabile, inversa fiind tot o transformare rigida:

T]g,}: - TRT,—RTt (230)
unde Tr¢(x) = Rx + t.

2.2.8 Miscarea corpului rigid

Miscarea corpurilor rigide in spatiu este reprezentata prin transformari rigide. Daca, in
2D, originea unui corp rigid se deplaseaza cu translatia t in sistemul de coordonate original
si se roteste cu unghiul R = R(f), atunci transformata care converteste pozitii din noul
sistem de coordonate in vechiul sistem este data de T,(x) = Rx +t. Cu alte cuvinte, daca
x ne da coordonatele unei pozitii P atasate unui corp, atunci, in urma miscarii, P va avea
coordonatele T)(x) relativ fata de coordonatele initiale ale corpului. Particular, transfor-
marea coordonatelor de directie va fi pur si simpul data de o rotatie, ignorand translatia:
T,(v) = Rv.

2.2.9 Reprezentarea sistemelor de coordonate si a transformarilor de coordo-

nate

Sistemele de coordonate, la ca si conversiile dintre ele, sunt reprezentate prin transformari
rigide.

Orice sistem de coordonate F' in spatiul 2D, avand originea O si axele XY, poate fi
reprezentat prin coordonatele O, X si Y intr-un sistem de coordonate al lumii (world coordi-
nate system) W. Daca O are coordonatele t si X si Y au directiile x = (21, 22) siy = (1, y2)
fata de W, atunci coordonatele lumii fata de orice punct P, in asa fel incat coordonatele lui

p sa fie in sistemul de coordonate F', pot fi calculate prin transformata rigida:

1 U
Pw = p+t (2.31)

T2 Y2
Astfel, informatia pe care trebuie sa o stocam pentru a efectua transformarile sunt ma-

. . 1 N . .
tricea de rotatie R = si translatia t.

T2 Y2
Cazul 3D este similar, necesitand stocarea matricei de rotatie R si originea sistemului de

coordonate t. Aceasta operatie este cunoscuta ca si transformarea de coordonate A — W,
unde A este coordonata sursa, iar W este coordonata destinatie. Calculul invers W — A
poate fi obtinut prin aplicarea transformatei inverse.

Schimbarea sistemului de coordonate poate fi reprezentata tot prin transformari rigide.
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Fie A si B doua sisteme de coordonate, unde W este reprezentat fata de sistemul de coor-
donate al lumii prin matricea de rotatie R4 si translatie t4, iar B prin Rp si tg. Dandu-se
coordonatele p# al unui punct P fati de A, putem determina coordonatele lui P fata de p”

prin doi pasi. Mai intai se calculeaza coordonatele lui p fata de lume:

p" = Tu(p?) = Rap™ + t4 (2.32)

urmand apoi sa calculam coordonatele punctului P fata de B, prin calculul inversei lui B

fata de coordonatele lumii:

p” =T5'(p") = R;(p" — tp) (2.33)

Cele doua ecuatii de mai sus pot fi aplicate prin compunerea transformatelor A — W si

W — B:

p? = T5' (Tu(p™)) = RERAp” + RE(t* — tp) (2.34)

2.2.10 Reprezentarea in coordonate omogene

Coordonatele omogene sunt o reprezentare a transformarilor rigide ca si transformari
liniare pe un spatiu extins. Acestea incorporeza compact atat pozitia, cat si directia. In
esenta, conventia este sa augmentam fiecare punct cu o coordonata omogena aditionala, care

este 1 pentru pozitie si 0 pentru directie. Astfel, punctele si directiile 2D devin:

Pz
P = |Dy (2.35)

V= v, (2.36)

O transformare rigida in 2D incorporeaza atat pozitia si directia, fiind reprezentata de

multiplicarea cu o matrice 3 x 3:

cos(d) —sin(0) t,
T(x) = |sin(d) cos(d) t,|x (2.37)
0 0 1

unde transformarea originala 7'(x) = R(#)x + t este o rotatie in jurul unghiului ¢, urmata

de o translatie cu vectorul t = (,,t,).
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In 3D, punctele si directiile primesc o a patra coordonata:

Pz

p
p=|" (2.38)

v = (2.39)

) .
Rt

T(x) = 'l x (2.40)
te
000 1

Avantajul acestei reprezentari este ca aplicarea rotatiilor si translatiilor pe puncte se
transforma in multiplicare de matrici si vectori, respectiv compunerea transformarilor devine
multiplicare de matrici. Transfromarea rigida inversa este data de inversarea matricei de
transformare.

Aceasta faciliteaza scrierea transformarilor complexe. Spre exemplu, sa consideram
transformarea din sistemul de coordonate A in B. In loc si scriem expresia operatorului
T3 ' (T4(p?)), putem folosi reprezentarea in coordonate omogene, unde operatorul devine o

insiruire de multiplicari matrice-matrice si matrice-vector:

p’ =T5" Ty -p? (2.41)

2.2.11 Coordonatele in practica

Ca si conventie, sistemele de referinta sunt notate cu litere mari, variabilele fiind adnotate
cu aceste litere. Vom indica sistemul de referinta al fiecarei coordonata printr-un superscript
(e.g. p” reprezinta un punct in sistemul de referinta A. O transformare de coordonate de
la sistemul de referinta A la sistemul B se noteaza cu T%.

In practica, putem considera ca:

e F'la superscript: coordonatele sunt interpretate ca "relativ fata de F”.

e F'la subscript: este interpretat ca 7o transformare catre sistemul de referinta F”.
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In aceasta conventie, subscripts si superscripts trebuie sa se anuleze pentru ca ecuatia sa

aiba sens, aplicand urmatoarele reguli:

1. cand se aplica o transformare la o coordonata, subscriptul transformatei sursa trebuie
s fie identic cu superscriptul coordonatei. De exemplu, p? = T¥p# este permis, insa

T4p® nu este valid.

2. cand se compun doua transformari, sistemul de coordonate sursa al referintei a doua
trebuie si fie acelasi cu destinatia primei referinte. De exemplu, T = TST% este

permis, insa THTS nu este permis.

3. Cand se inverseaza o transformare, ordinea sistemelor de referinta se inverseaza: (TF)~*

T4,

4. Superscriptul coordonatelor trebuie sa coincida atunci cand ele se aduna sau se scad.
W — bW reprezinta deplasamentul dintre doua puncte exprimat in sis-

W_bC

De exemplu, a

temul de referinta al lumii. a este o operatie ilegala.

Tot prin conventie, o coordonata fara superscript este considerata ca fiind exprimata in
sistemul de referinta al lumii W : p = p". De asemenea, o transformare T4 este echivalenta

cu o transformare de la Ala W : Ty =T .
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