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Cuprins

� Regresia liniar �

� Regresia logistic �  (clasificarea binar � )

� Re�ele neurale
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Recunoa � terea formelor în vederea 
artificial �
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Recunoa � terea formelor în vederea 
artificial �
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Recunoa � terea formelor în vederea 
artificial �
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Recunoa � terea formelor în vederea 
artificial �
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Recunoa � terea formelor în vederea 
artificial �
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Exemplu de înv �� are supervizat �

� Obiectiv: Predic � ia pre �ului caselor din zona Bra � ov, dându-se 

suprafa �a terenului

Suprafa�� teren [mp] Pre� [1000€]

2104
1600
2400
1416
3000

�

400
330
369
232
540

�
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Exemplu de înv �� are supervizat �
� Obiectiv: Predic � ia pre �ului caselor din zona Bra � ov, dându-se 

suprafa �a terenului
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Nota�ii
� � ��� – vectorul caracteristicilor (features): suprafa �a terenului

� � ��� – valoarea de ie � ire: pre �ul casei

� �� ��� � � ��� � – exemplu de antrenare

� �� � � � � � 	 
 �� � � 
� – baza de date de antrenare (training set), 

compuns �  din 
 exemple

� 	 – index c � tre elementele din training set

� � – spa�iul caracteristicilor de intrare

� � – spa�iul caracteristicilor de ie � ire

� În exemplul curent: � 
 � 
 �
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Înv �� area supervizat �

Training 
set

Algoritm 
înv�� are

h� predic�ie �
(suprafa��  

teren)
(predic�ia 
pre�ului 
casei)

� Obiectivul algoritmului de înv �� are este 

de a înv �� a func �ia � � � � � � , în a� a fel 

încât ipoteza � � ��� s�  reprezinte un 

predictor ”optim” pentru valoarea 

corespondent �  a lui �

� Cazul continuu ( � � � ): regresie

� Cazul discret ( � � ��� �� � � �� ): clasificare

� � – parametrii modelului
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Regresie liniar �
� � � ��� – func �ie liniar �

� � � 
 � � � � � �

�

�
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Regresie liniar �
� � � ��� – func �ie p � tratic �

� � � 
 � � � � � � � � � � �

�

�
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Cazul � � � �

� Cazul num � rului de caracteristici multidimensional ( � � � � )

�  – num � rul de caracteristici (features)

Suprafa��
teren [mp]

Num� r 
dormitoare

Pre� [1000€]

2104
1600
2400
1416
3000

�

3
2
3
2
4
�

400
330
369
232
540

�

� � � � �

� � � 
 � � � � � � � � � � � �

� 

� �
� �


 ! � � � � "#
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Regresie liniar �
� Cazul num � rului de caracteristici multidimensional ( � � � � )

�  – num � rul de caracteristici (features)

� � � 
 $ � � � �

�

�%�


 � # �

� � 
 �

� Obiectivul algoritmului de antrenarea: determinarea va lorilor

parametrilor �
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Func �ia de cost
� &��� – func �ie de cost (eroarea p � tratic � ) exprim �  c� t de bine sunt 

aproximate exemplele de antrenare de c � tre � � �

& � 

�
'

�



$ � � � � ( � � �
)

�%�

� Obiectivul algoritmului de antrenare este minimizarea func �iei &��� : 

*+,+*+-.
�

& �
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Func �ia de cost

& �
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Minimizarea gradientului (metoda batch)

� Obiectiv: *+,+*+-.
�

& �

� Ini � ial valorile pentru � sunt aleatorii (ex. � 
 � 
 ! � � � � "# )

� Modific �  � pân�  când & � ajunge la o valoare minim �

� Intui � ie: eroarea minim �  se g � se� te în punctul unde derivata 

func �iei & � devine zero 
/

/� 0
& � 
 �

� Pot exista mai multe puncte în care derivata devine  zero 

(minime locale)
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Minimizarea gradientului

� Obiectiv: *+,+*+-.
�

& �

Minim local

Minim global
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Minimizarea gradientului

� Obiectiv: *+,+*+-.
�

& �

� Noile valori ale parametrilor � :

� � 1 � � ( 2
3

3� �
& �

4 1 5

Operator 
de atribuire

4 
 5

Operator 
de egalitate
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Un singur exemplu de antrenare

3
3� �

& � 

3

3� �

�
'

� � � ( � � 



 '
�
'

� � � ( � 6
3

3� �
� � � ( � 



 � � � ( �
3

3� �
� � � � � 7 � � � � � � 7 � � � � � ( � 



 � � � ( � 6� �

& � 

�
'

�



$ � � � � ( � � �
)

�%�

Singurul termen
care depinde de � �

� � � 
 $ � � � �

�

�%�


 � # �
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Minimizarea gradientului
� Update parametrii:

� 2 – rata de înv �� are (learning rate):

� controleaz �  cât de puternic se modific �  parametrii � � între 

dou �  itera �ii

� de obicei se alege manual

� 2 prea mic: convergen ��  înceat �

� 2 prea mic: ”overhooting”

� � 1 � � ( 2 6 � � � ( � 6 � �
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Minimizarea gradientului
� Pentru mai multe exemple de antrenare

� Repet �  pân�  la convergen �� :

� � 1 � � ( 2 6 $ � � � 8 ( � 8 6 ��
8

)

8%�

3
3� �

& �
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Minimizarea gradientului
� Pe m� sur �  ce ne apropiem de minim, algoritmul va efectua pa � i 

din ce în ce mai mici (gradientul (derivata) devine  din ce în ce mai 

mic)

� �

� �
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Aproximare liniar �
� � � ��� – func �ie liniar �

� � � 
 � � � � � �
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Minimizarea stochastic �  a gradientului
� Când num � rul de exemple de antrenare devine foarte mare (ex.  1 

mil de exemple), antrenarea prin metoda batch devin e greoaie 

(parametrii �9sunt adapta �i doar dup �  calculul gradientului pe 

întregul set de exemple)

� Minimizarea stochastic �  a gradientului modific �  parametrii �9cu 

fiecare exemplu de antrenare:

:.;.<=9�
>?@9A 
 �9=?9
9�

� � 1 � � ( 2 6 � � � �8� ( � �8� 6 ��
�8�

�
�
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Regresie liniar � : interpretare 
probabilistic �
� Fie � ��� 
 B # � ��� � C ���

� C��� – termen de eroare (modeleaz �  defectele: zgomot aleatoriu)

� C��� DE��� F � � – zgomot Gaussian normal distribuit

G�C��� � 

�

'HF
6 I�J (

C � �

'F �

F
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Regresie liniar � : interpretare 
probabilistic �

� G � � 9 9�� � 9B�DE�B# � � � F� � – probabilitatea de apari � ie a valorii 

� � dându-se � � � i parametrii B

G � � 9 9�� � 9B� 

�

'HF
6 I�J (

� � ( B # � ��� �

'F �

� Deseori erorile sunt generate de c � tre o distribu �ie Gaussian �

� Se presupune c �  C��� sunt variabile Independente � i Identic 

Distribuite (IID): provin de la aceea � i distribu �ie Gaussian �  cu 

aceea� i varian ��
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� K�B� – vizualiz � m G �L9 9�� 9B�ca o func �ie dependent �  de B, p� strând 

fix � � i �

� Probabilitatea parametrilor B � i a datelor ��� ��

Likelihood parametrii B: K� B�

K B 
 G �L9 9�� 9B�

K B 
 G �L9 9�� 9B� 
 M G � � 9 9�� � 9B�

)

�%�





 M
�

'HF
6 I�J (

� � ( B # � ��� �

'F �

)

�%�



30

Maximum Likelihood Estimation

� Obiectiv: determinarea lui B maximizând cât mai mult posibil 

probabilitatea de existen ��  a datelor

� Determin �  B în a� a fel încât K B 
 G �L9 9�� 9B�s�  fie maxim

NB 
 O?P K�B� 



 O?P M
�

'HF
.Q;9�7 �

)

�%�


 $ O?P
�

'HF
.Q;9�7 �

)

�%�





 
 O?P
�

'HF
� $ (

� � ( B # � ��� �

'F �

)

�%�
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Maximum Likelihood Estimation

� Computa �ional, este mai u � oar �  maximizarea lui NB , în locul lui 

K B (adunari în locul înmul � irilor)

� Maximizarea lui NB este acela � i lucru cu minimizarea func �iei 

p� tratice & B :

& B 

R � � ( B # � ��� �)

�%�

'
în acest model 

varian �a F� nu este 
luat �  în considerare
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Clasificarea binar �  � � � � �� �
� Obiectiv: determinarea hiperplanului optim de separ are între cele 

dou �  clase

Caracteristica 1

C
a

ra
ct

er
is

tic
a

 2

(0, 0) 10050

100

50

�
�

� �
� �

�

�
�

�

�

�

+
+

++

+
+ +

+

+ +

+

�  Clasa 1 (y = 0)
+ Clasa 2 (y = 1)

x0

x1

Hiperplan de separare
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Clasificarea binar �  � � � � �� �
� Ipoteza � S � � !���" va indica o probabilitate

� Func �ia sigmoid sau logistic �

T U 

�

� � I VW

T U
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Clasificarea binar �  � � � � �� �

G �9 9�� 9B� 
 � S � X 6 � ( � S �
��VX�

� Probabilitatea ca � 
 � : G � 
 �9 9�� 9B� 
 � S �

� Probabilitatea ca � 
 �9 : G � 
 �9 9�� 9B� 
 � ( � S �

K B 
 G �L9 9�� 9B� 
 M G � � 9 9�� � 9B�

)

�%�





 M � � ��� X�0�

� ( � � ��� ��VX 0 �
)

�%�
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Maximum Likelihood Estimation

NB 
 O?P K�B�

NB 
 $ � � O?P ��� � � � � ( � ��� O?P�� ( ��� � ��

)

�%�

� Maximizarea gradientului:

B 1 B � 2 6 Y SN�B�

3
3� 8

N� 
 $�� � ( ��� � �� 6 � 8
�

)

�%�
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Distribu �ia Bernoulli Z
� Distribu �ia Bernoulli Z modeleaz �  variabilele aleatorii ce pot avea 

doar doua valori

G � 
 �� Z 
 Z

� S � 
 [ �9 9�� B" 
 G � 
 �� Z


 Z



�

� � I VS\ ]
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Clasificarea multiclas �
� � posibile clase de obiecte pentru variabila de ie � ire �

� � �� '� � � �

*

(0, 0) 10050

100

50

*

*

*
**

*
*

* *

�
�

� �
� �

�

�
�

�

�

�

+
+

++

+
+ +

+

+ +

+

* Clasa 1 (y = 1)
�  Clasa 2 (y = 2)
+ Clasa 3 (y = 3)

x0

x1
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Clasificarea multiclas �
� Parametrii: Z ^ �Z_ � � � Z `V^

� Ultimul parametru din list � : Za 
 � ( � Z � � Z � � 7 � ZaV� �

G � 
 	 
 Z �

b � 


�
�
�
�

b ' 


�
�
�
�

b � ( � 


�
�
�
�

b � 


�
�
�
�

b � � � aV�
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Clasificarea multiclas �
� Func �ie indicator:

� cd.ef@<= 
 �
� ><Og 
 �

� ' 
 h 
 �
� � � � 
 ' 
 �

b � � – elementul 	 al vectorul b���

b � � 
 ��� 
 	�

G � 
 Z �
� X%� Z �

� X%� � Z a
� X%a 



 Z �
# X i Z �

# X j � Z aV�
# X kli Za

�V R # X m
kli
mni
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Clasificarea multiclas �

Z � 

I S0

\ ]

� � R I Sm
\ ]aV�

8%�

� S � 
 [ b���9 9�� B"


 [9
��� 
 ��

�
��� 
 � ( ��

9o9�� B 


Z �
Z �
�

ZaV�

��� 
 �� – probabilitatea ca � 
 � , dat �  de Z �
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Regresie Softmax

� S � 


I Si
\ ]

� � R I Sm
\ ]aV�

8%�

�

I Skli
\ ]

� � R I Sm
\ ]aV�

8%�

� Generalizare a clasific � rii binare (doua clase)
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� Determinarea parametriilor modelului via K�B�

Maximum Likelihood Estimation

K B 
 M G � � 9 9�� � 9B�

)

�%�


 M Z �
� X%� Z �

� X%� � Z a
� X%a

)

�%�

Z � 

I Si

\ ]

� � R I Sm
\ ]aV�

8%�

B� �B� � � �BaV� � � �p�
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Maximum log -Likelihood Estimation

NB 
 $ G � � 9o� � � 9B

)

�%�


 $ NqT M
I Sr

\ ] 0

� � R I Sm
\ ] 0a

8%�

��X%s�
a

s%�

)

�%�
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Re�ele Neurale
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Ipoteze � S � neliniare

� Necesitatea înv ��� rii  unor ipoteze neliniare � S � complexe

� Crearea unui algoritm de regresie logistic �  complex:

� S �

T B� � B � � � � B � � � � B t � � � � � B u� �
� � � � B v � �

t � � � 7

� T�6� – func �ie sigmoid

� T� 6� foarte dificil de construit pentru un num � r mare de features 

(pericol de overfitting)
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Ipoteze � S � neliniare

� În recunoa � terea formelor din imagini vom avea un num � r mare de 

clase (ex. Imagini gri de dimensiune w� x w�;Q �  
 'w�� )

� 


+,=.,g+=<=.<9;+Q.OyOy+9�
+,=.,g+=<=.<9;+Q.OyOy+9'

�
+,=.,g+=<=.<9;+Q.OyOy+9'w��

ma� ini
fundal
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Structura unui neuron

� Recent au redevenit populare datorit �  posibilit �� ilor oferite de 

calculul paralel prin GPU

� Modelul unui neuron:

� �

� �

� �

� t

”bias”

”conexiuni input”

”ie � ire”

T � 

�

� � I VS\ ]

� � 
 � (de obicei)

� 


� �
� �
� �
� t

B 


B�
B�
B�
Bt
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Re�ea Neural �

� B – parametrii, sau ponderi

4�
�t�

4�
���

4�
���

4�
���

4t
���

B��
���

B��
���

B��
���

B�t
���

� �

� �

� �

� t

3 neuroni 3 neuroni ascun � i

Strat intrare Strat ascuns Strat ie � ire

� � 
 �
4�

��� 
 �
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Re�ea Neural �

� 4�
�8� – “activarea“ neuronului 	 din layer-ul A

� B�8� – matricea ponderilor ce controleaz �  

func �ia de mapare din stratul Aîn stratul A � �

4�
�t�

4�
���

4�
���

4�
���

4t
���

B��
���

B��
���

B��
���

B�t
���

� �

� �

� �

� t

4�
��� 
 T B��

��� � � � B ��
��� � � � B ��

��� � � � B �t
��� � t

4�
��� 
 T B��

��� � � � B ��
��� � � � B ��

��� � � � B �t
��� � t

4t
��� 
 T Bt�

��� � � � B t�
��� � � � B t�

��� � � � B tt
��� � t

� S � 
 4 �
�t� 
 T B��

��� 4�
��� � B ��

��� 4�
��� � B ��

��� 4�
��� � B �t

��� 4t
���

z � � � � � t x u
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Re�ea Neural �

� Dac�  re�eaua neural �  are {8 neuroni în stratul A� i {8p^ neuroni în 

stratul A � � , atunci z �|� va avea dimensiunea:

� � } ��� – variind z (diferi � i parametrii), ob �inem diferite func �ii de 

mapare între variabilele de intrare � si variabila de ie � ire �

{8p� x �{ 8 � ��
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Reprezentarea vectorial �

U��� 
 z ��� �

4�
��� 
 T�U �

��� �

� 


� �
� �
� �
� t

U��� 


U�
�

U�
�

Ut
�

4�
��� 
 T B��

��� � � � B ��
��� � � � B ��

��� � � � B �t
��� � t

4�
��� 
 T B��

��� � � � B ��
��� � � � B ��

��� � � � B �t
��� � t

4t
��� 
 T Bt�

��� � � � B t�
��� � � � B t�

��� � � � B tt
��� � t

� S � 
 4 �
�t� 
 T B��

��� 4�
��� � B ��

��� 4�
��� � B ��

��� 4�
��� � B �t

��� 4t
���

z ���

U�
�

U�t�z ���4�
��� 
 T�U �

��� �

4t
��� 
 T�U t

��� �

4�
��� 
 �

U�t� 
 z ��� 4�t�

� S � 
 4 t 
 T�U t �
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Înv �� area propriilor features

� Similar regresiei logistice; în locul utiliz � rii feature-urilor originale 

(� � � � � � � t ), re�eaua neural �  folose � te noile feature-uri înv �� ate 

(4�
��� � 4�

��� � 4t
��� )

4�
�t�

4�
���

4�
���

4t
���

� S���

� S � 
 B��
��� 4�

��� � B ��
��� 4�

��� � B ��
��� 4�

��� � B �t
��� 4t

���

Stratul 2
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Clasificarea multiclas �

4���

4��� 4�t�

4�u�

Pieton

Ma� in �

Motocicleta

Camion

� S � � � u

� S � D

�
�
�
�

Pieton

� S � D

�
�
�
�

Ma� in �

� S � D

�
�
�
�

Motocicleta

� S � D

�
�
�
�

Camion



� Clasa � � a datelor de antrenare � � � � � � � � � �)� � � �)� are una

din formele:

� Ie� irea re �elei neurale:

54

Clasificarea multiclas �

�
�
�
�

Pieton

�
�
�
�

Ma� in �

�
�
�
�

Motocicleta

�
�
�
�

Camion

� S � � D� ���
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Func �ia de cost în clasificarea binar �
Regresie Logistic �

& B 
 (
�



$ � � O?P �S � � � � ( � � O?P� ( � S � �

)

�%�

�

�
~

'

$ B 8

�

�

8%�



� K – num � rul total de straturi ale re �elei

� {s – num � rul de neuroni (f � r�  neuronul bias) al stratului N

� � clase � � neuroni de ie � ire

� Func �ia de cost este o generalizare a func �iei de cost utilizat �  în 

regresia logistic � (f� r�  regularizare a termenului bias B� )

56

Func �ia de cost în clasificarea multiclas �
Re�ele Neurale

� S � � � a � • h {s 
 �



Func �ia de cost în clasificarea multiclas �
Re�ele Neurale

& B 
 (
�



$ $ � a
� O?P �S � �

a
� � ( � a

� O?P� ( � S � �
a

€

a%�

)

�%�

�

�
~

'

$ $ $ B8�

�s� �
• r‚i

8%�

• r

�%�

ƒV�

s%�

� Ie� irea re �elei sunt vectori în domeniul � € („ 
 � pentru clasificarea 

binar � )

� � S �
�

– ie� irea 	 (ie� irea neuronului 	 ); elemenul 	 al vectorului de 

ie� ire din domeniul � €

Ex: � a 


�
�
�
�



58

Func �ia de cost în clasificarea multiclas �
Re�ele Neurale

& B 
 (
�



$ $ � a
� O?P �S � �

a
� � ( � a

� O?P� ( � S � �
a

€

a%�

)

�%�

�

�
~

'

$ $ $ B8�

�s� �
• r‚i

8%�

• r

�%�

ƒV�

s%�

Sum�  de-a lungul celor „ neuroni de ie � ire

Termen de regularizare
Nu se iau în considerare neuronii de bias ( 	 
 � )
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Antrenarea unei re �ele neurale
� Obiectiv: g � sirea parametrilor B ce minimizeaz �  & B :

� Pentru g � sirea parametrilor B (prin minimizarea gradientului) este 

necesar calculul func �iei de cost, împreun �  cu derivatele sale 

par � iale:

� � �8
�s� � � – un parametru al re �elei neurale

� Propagarea înainte:

& B �9999999
3

3B�8
�s� & B

*+,
S

& B
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Propagarea înainte într-o re �ea neural �
� Lu� m în considerare un singur exemplu de antrenare ��� ��

� Propagarea înainte:

4��� 
 � (stratul de intrare)
U��� 
 B ��� 4���

4��� 
 T - � (adaug� 4�
��� ca � i bias)

U�t� 
 B ��� 4���

4�t� 
 T - t (adaug� 4�
�t� ca � i bias)

U�u� 
 B �t� 4�t�

4�u� 
 � S��� 
 T - u

4���
4��� 4�t�

4�u�
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Calcului gradientului prin Backpropagation

� Algoritmul de propagare înapoi a erorii este utiliz at pentru calculul 

derivatelor par � iale 
/

/S 0m
�r� & B

� Intui � ie backpropagation : pentru fiecare nod vom calcula un termen 

…8
�s� ce reprezint �  eroarea neuronului Adin stratul N

� 48
�s� – activarea neuronului Adin stratul N

� …8
�s� va captura eroarea din activarea 48

�s� a nuronului Adin stratul N
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� Exemplu pentru o re �ea cu 4 neuroni de ie � ire

� Pentru fiecare neuron de ie � ire (K 
 † ):

� � 8 – elementul Aal vectorului � din setul de date de antrenare

…8
�u� 
 4 8

�u� ( � 8

� S � 8

Calcului gradientului prin Backpropagation

4���
4��� 4�t�

4�u�
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Propagarea înapoi a erorii
� Varianta vectorizat � :

� …în straturile anterioare ale re �elei:

� ‡ˆ– multiplicare la nivel de element

� T‰- t – derivata func �iei de activare T evaluat �  la valorile de intrare 

date de U t

…�u� 
 4 �u� ( �

…�t� 
 B t #
…u 9‡ˆ T‰- t

…��� 
 B � #
…t 9‡ˆ T‰- �

TŠ - t 
 4 t 9‡ˆ �� ( 4 t �
TŠ - � 
 4 � 9‡̂ � � ( 4 � �
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Propagarea înapoi a erorii
� Derivata func �iei de activare T în stratul N

� Ecua�ia complet �  pentru propagarea înapoi a erorii:

TŠ - s 
 4 s 9‡ˆ �� ( 4 s �

T U 

�

� � I VW

TŠW 

3T�U�

3U

 (

�
� � I VW

� 3
3U

�� � I VW�

…�s� 
 B s #
…sp� 9‡ˆ 4s ‡ˆ � ( 4 s
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Propagarea înapoi a erorii
� Putem calcula termenii derivatelor par � iale prin multiplicarea valorilor 

de activare � i a erorilor pentru fiecare exemplu de antrenare

� …sp� � i 4sp� sunt vectori de dimensiune {sp�

� 4s este un vector de {s elemente

� Multiplicând 4s cu …sp� vom ob �ine o matrice de dimensiune {sp� x { s, 

ce are aceea � i dimensiune cu B�‹�

� Cu alte cuvinte, procesul produce un termen gradient pent ru fiecare

element din B� ‹�

3& B

3B�8
�s� 


�



$ 4 8
�Œ��s�

)

Œ%�

…�
Œ �sp��
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Propagarea înapoi a erorii

� Termenul …��� este inexistent datorit �  faptului c �  el corespunde 

stratului de intrare (nu dorim sa modific � m feature-urile de intrare)

� Propagarea înapoi a erorii de la stratul de ie � ire:

…�u� � … �t� � … ���

3

3B�8
�s� & B 
 4 8

�s� …�
�sp��

(~ 
 � – far�  regularizare)
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Propagarea înapoi a erorii

� Setul de antrenare: � � � � � � � � � ) � � )

� Pentru to �i 	 , A, N, set: • �8
�s� 
 �

� • – matrice indexat �  prin 	A(• este o matrice acumulator pe care o 

folosim la acumularea termenilor derivatelor par � iale)

� Ž�8
�s� – derivatele par � iale

folosi � i în calculul 
/

/S 0m
�r� & B

Ž�8
�s� 


3& B

3B�8
�s�



Propagarea înapoi a erorii
••‘9	 
 �9’•9
9�

“.=94 � 
 � �

”<O•yO94s 9;.,=@y9N 
 '� h� � � K9;@+,9;@?;<P<@.9–,<+,=.

—=+O+-˜,d9�� � g.9•<O•yO.<-f9…�ƒ� 
 4 �ƒ� ( � �

”<O•yO9…�ƒV�� � …�ƒV�� � � � … �

• �8
�s� 1 • �8

s � 4 8
�s� …�

�sp��

� • �s� 1 • s � … sp� 4 s #
vectorial:

Ž�8
�s� 1 9

�

)
• �8

s � ~B �8
s dac�  A ™ �

Ž�8
�s� 1 9

�

)
• �8

s dac�  A 
 �

68
A
 � – termenul bias
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Propagarea înainte

U�
�t� � 4 �

�t�

��

U�
�t� � 4 �

�t�

U�
�t� � 4 �

�t�

B��
���

B��
���

B��
���

��

U�
��� � 4 �

���

U�
��� � 4 �

���

��

� �
���

� �
���

U�
�t� 
 B��

��� 6 � � B��
��� <�

��� � B��
��� <�

���

� Func �ia de cost pentru un singur exemplu � � � � � , un singur 

neuron de ie � ire � i f � r�  regularizare ( ~ 
 � ):

šq{› 	 
 � ��� O?P �S�� � � � � ( � � O?P� ( � S � �

šq{› 	 œ � S � � ( � � �
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Propagarea înainte

� Func �ia de cost ne spune cât de bine estimeaz �  re�eaua neural �  

exemplul 	

� Derivatele: cât de mult trebuie s �  modific � m ponderile B ale re �elei 

neurale:

šq{› 	 
 � ��� O?P �S�� � � � � ( � � O?P� ( � S � �

šq{› 	 œ � S � � ( � � �

…�
�u� 
 � ��� ( 4 �

�u�
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Propagarea înapoi a erorii

…�
�u�

��

…�
�t�

…�
�t�

B��
���

B��
���

B��
�t�

��

…�
���

…�
���

��

� �
���

� �
���

…�
�u� 
 � ��� ( 4 �

u

…�
��� 
 B��

��� …�
�t� � B��

��� …�
�t�

…�
�t� 
 B��

�t� …�
�u�

� …8
�s� - eroarea pentru activarea 48

�s� a neuronului Adin stratul N

� Formal:
…8

�s� 

3

3U8
s šq{› � 	 �
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Propagarea înapoi a erorii

…�
�u�

��

…�
�t�

…�
�t�

B��
���

B��
���

B��
�t�

��

…�
���

…�
���

��

� �
���

� �
���

� …- cu cât dorim sa modificam ponderile re �elei pentru a schimba 

valorile intermediare U

� În func �ie de modul de implementare al algoritmului de prop agare 

înapoi a erorii, se pot calcula valorile …� i pentru neuronii bias

� Parametrii B nu mai sunt vectori, ca în cazul regresiei logistic e, ci 

matrici
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Verificarea gradientului numeric

& B

& B

B � �B B � •B ( •

'•

&�B � •�

&�B ( •�

& B � • ( &�B ( •�

aproximarea 
derivatei

4
š

5

;<,=< 4 

š
5

ž
žB

& B œ
& B � • ( &�B ( •� �

'•
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Verificarea gradientului

� Derivata este aproximativ panta tangentei în punctu l în care se 

calculeaz �  derivata

� Dac�  Ceste foarte mic, aproximarea devine derivata

� Interpretare adi � ional �  a derivatei:

ž
žB

& B œ
& B � • ( &�B�  

•
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Verificarea gradientului numeric

� Matricea de ponderi B poate fi descompus �  sub forma unui vector 

B � � � ce con �ine ponderile B��� � B��� � B�t�

B 
 !B � � B� � Bt � � � B � "

3
3B�

& B œ
& B� � C� B � � Bt � � � B � ( & B� ( C� B� � Bt � � � B �

'C
3

3B�
& B œ

& B� � B� � C� B t � � � B � ( & B� � B� ( C� Bt � � � B �

'C
�
3

3B�
& B œ

& B� � B� � Bt � � � B � � C ( & B� � B� � Bt � � � B � ( C
'C



76

Verificarea gradientului numeric

� Gradientul este aproximativ Ž�8, ob�inut prin propagarea înapoi a 

erorii

� Implementare:

� Implementarea propag � rii înapoi a erorii � i calculul Ž

� Implementarea gradientului numeric

� Verificarea c �  propagarea înpoi a erorii � i gradientul numeric 

livreaz �  aproximativ acelea � i valori

� Oprirea gradientului numeric (este încet la calcul)  � i antrenarea 

re�elei neurale utilizând propagarea înapoi a erorii
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Ini � ializarea ponderilor B cu zero

� În cazul în care valorile ini � iale pentru B�8
�s� sunt zero, atunci fiecare 

neuron ascuns ( 4� � 4� ) va calcula acea � i func �ie pe baza valorilor de

intrare (la fiecare itera �ie de antrenare, ponderile B�8
�s� vor fi egale 

între ele):

��

4�
���

4�
���

��

� �

� �

� S���

B��
��� 
 B ��

���

B��
��� 
 B ��

���

B��
��� 
 B ��

���

4�
��� 
 4 �

��� …�
��� 
 …�

��� 3

3B��
��� & B 


3

3B��
��� & B
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Ini � ializarea aleatoare a ponderilor B

� Ini � ializarea fiecarei ponderi B�8
�s� cu o valoare aleatoare în intervalul 

!(C� C" (e.g. (C Ÿ B �8
�s� Ÿ 9C)

� Ponderile vor fi ini � ializate cu valori mici, apropiate de zero
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