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Interpolarea și aproximarea funcțiilor

 Interpolarea sau aproximarea funcțiilor de o singură variabilă reprezintă o operație 

de aproximare care se realizează atunci când:

 funcția este cunoscută, dar are o formă complicată, dificil de manipulat în 

calcule (operații de derivare, integrare, etc.)

 funcția nu este complet cunoscută, fiind date numai valorile ei pe o mulțime 

discretă, și finită de puncte. 

 Interpolarea unui set de date înseamnă găsirea unei funcții care să treacă prin 

punctele mulțimii de date

 Aproximarea (regresia) setului de date, adică găsirea unei funcții care să treacă 

printre punctele mulțimii de date
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Interpolarea și aproximarea funcțiilor

 Dacă setul de date are multe 

puncte, rezultatul interpolării poate 

reprezenta o funcție cu multe 

oscilații

 Se consideră: 𝒂,𝒃 intervalul în 

care sunt cunoscute valorile

funcției și 𝒙𝒊∈𝒂,𝒃,𝒊=𝟏,𝒏,𝒏∈ℕpuncte (noduri) în care este cunoscută 

funcția (funcția de aproximat)
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Interpolarea și aproximarea funcțiilor

𝒚𝒊=𝒇𝒙𝒊,𝒊∈𝟏,𝑵sunt valorile date ale funcției în noduri

𝒈𝒙 este funcția cu care vrem sa aproximăm 𝒇𝒙 pe 𝒂,𝒃

 Algoritmi pentru interpolarea unei funcții date sub formă discretă:

 interpolarea polinomială - atunci când valorile funcției de 

aproximare 𝑔(𝑥)au aceleași valori cu cele ale funcției de aproximat 

𝑓(𝑥)în nodurile rețelei 𝑥𝑖:

𝒈𝒙𝒊=𝒇𝒙𝒊,𝒊=𝟎,𝒏

 aproximarea prin dezvoltarea în serii Fourier – atunci când funcția de 

interpolat 𝑓(𝑥)îndeplinește condițiile lui Dirichlet: este periodică, are 

un număr finit de puncte de discontinuitate și valori extreme finite

 aproximarea prin minimizarea abaterii maxime: atunci când funcția 

de interpolat 𝑓(𝑥)și funcția de interpolare 𝑔(𝑥)nu au aceleași valori 

în nodurile rețelei.
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Interpolarea și aproximarea funcțiilor

 aproximarea prin minimizarea abaterii maxime:

• minimizarea abaterii maxime dintre valorile celor două funcții calculată 

pentru orice punct al intervalul considerat, adică:

max𝒇𝒙−𝒈(𝒙)=𝒎𝒊𝒏, ∀𝒙∈𝒂,𝒃

• minimizarea abaterii maxime dintre valorile celor două funcții calculate 

într-un număr finit de puncte al intervalul considerat:

max𝒇𝒙𝒊−𝒈(𝒙𝒊)=𝒎𝒊𝒏, 𝒊=𝟎,𝒏

 minimizarea sumei pătratelor abaterilor (abaterii pătratice medii):

• dintre valorile celor două funcții, calculate într-un număr finit de puncte 

din intervalul considerat

• atunci când funcția de interpolat 𝑓(𝑥)și funcția de interpolare 𝑔(𝑥)nu au 

aceleași valori în nodurile rețelei:

𝑺= 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊−𝒈𝒙𝒊
𝟐=𝒎𝒊𝒏, 𝒊=𝟎,𝒏

• Se mai numește și metoda celor mai mici pătrate
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Interpolarea Lagrange

 Este posibilă dacă se cunosc trei puncte de interpolare

 Punctele pot fi: 𝒙𝟎,𝒚𝟎,𝒙𝟏,𝒚𝟏,𝒙𝟐,𝒚𝟐

 Polinomul de interpolare de grad doi este: 𝒈𝒙=𝒂𝟎+𝒂𝟏𝒙+𝒂𝟐𝒙
𝟐

 Se obține următorul sistem de trei ecuații:

𝒂𝟎+𝒙𝟎𝒂𝟏+𝒙𝟎
𝟐𝒂𝟐=𝒚𝟎

𝒂𝟎+𝒙𝟏𝒂𝟏+𝒙𝟏
𝟐𝒂𝟐=𝒚𝟏

𝒂𝟎+𝒙𝟐𝒂𝟏+𝒙𝟐
𝟐𝒂𝟐=𝒚𝟐

 Soluția sistemului este:

𝒂𝟎=
𝒚𝟎𝒙𝟏𝒙𝟐𝒙𝟐−𝒙𝟏 +𝒚𝟏𝒙𝟐𝒙𝟎𝒙𝟎−𝒙𝟐 +𝒚𝟐𝒙𝟎𝒙𝟏(𝒙𝟏−𝒙𝟎)

𝑫

𝒂𝟏=
𝒚𝟎𝒙𝟏

𝟐−𝒙𝟐
𝟐 +𝒚𝟏𝒙𝟐

𝟐−𝒙𝟎
𝟐 +𝒚𝟐(𝒙𝟎

𝟐−𝒙𝟏
𝟐)

𝑫

𝒂𝟐=
𝒚𝟎𝒙𝟐−𝒙𝟏 +𝒚𝟏𝒙𝟎−𝒙𝟐 +𝒚𝟐(𝒙𝟏−𝒙𝟎)

𝑫

Iar 𝑫= 𝒙𝟏−𝒙𝟎 𝒙𝟐−𝒙𝟏 𝒙𝟎−𝒙𝟐 este determinantul sistemului
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Interpolarea Lagrange

 Pentru determinarea polinomului de interpolare se consideră:

𝒒𝟏𝒙= 𝒙−𝒙𝟐 𝒙−𝒙𝟑

𝒒𝟐𝒙= 𝒙−𝒙𝟏 𝒙−𝒙𝟑

𝒒𝟑𝒙= 𝒙−𝒙𝟏 𝒙−𝒙𝟐

 Se exprimă polinomul 𝒈𝒙 ca o combinație liniară a celor 3 polinoame:

𝒈𝒙=𝜶𝟏∙𝒒𝟏𝒙+𝜶𝟐∙𝒒𝟐 𝒙+𝜶𝟑∙𝒒𝟑 𝒙

 Coeficienții se determină punând condițiile:

 

𝒈𝒙𝟏 =𝒚𝟏
𝒈𝒙𝟐 =𝒚𝟐
𝒈𝒙𝟑 =𝒚𝟑

⇒ 

𝜶𝟏∙𝒒𝟏 𝒙𝟏 =𝒚𝟏
𝜶𝟐∙𝒒𝟐 𝒙𝟐 =𝒚𝟐
𝜶𝟑∙𝒒𝟑 𝒙𝟑 =𝒚𝟑

⇒ 

𝜶𝟏=𝒚𝟏/𝒒𝟏𝒙𝟏
𝜶𝟐=𝒚𝟐/𝒒𝟐𝒙𝟐
𝜶𝟑=𝒚𝟑/𝒒𝟑𝒙𝟑

 Deci rezultă:

𝒈𝒙=𝒚𝟏
𝒒𝟏(𝒙)

𝒒𝟏(𝒙𝟏)
+𝒚𝟐

𝒒𝟐(𝒙)

𝒒𝟐(𝒙𝟐)
+𝒚𝟑

𝒒𝟑(𝒙)

𝒒𝟑(𝒙𝟑)
= 

𝒊=𝟏

𝟑

𝒚𝒊∙
𝒒𝒊(𝒙)

𝒒𝒊(𝒙𝒊)
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Interpolarea Lagrange

 Expresia anterioară poate fi rescrisă astfel:

𝒈𝒙= 

𝒊=𝟏

𝟑

𝒚𝒊∙
𝒒𝒊(𝒙)

𝒒𝒊(𝒙𝒊)
= 

𝒊=𝟏

𝟑

𝒚𝒊∙

 𝒋=𝟏
𝒋≠𝒊

𝟑 (𝒙−𝒙𝒋)

 𝒋=𝟏
𝒋≠𝒊

𝟑 (𝒙𝒊−𝒙𝒋)

 Ultima expresie poate fi scrisă:

𝒈𝒙= 

𝒊=𝟏

𝟑

𝒚𝒊∙ 
𝒋=𝟏
𝒋≠𝒊

𝟑
𝒙−𝒙𝒋

𝒙𝒊−𝒙𝒋

și reprezintă formula de interpolare Lagrange pentru polinoame de ordinul II

 Formula de interpolare Lagrange pentru polinoame de grad n este:

𝒈𝒙= 

𝒊=𝟏

𝒏+𝟏

𝒚𝒊∙ 
𝒋=𝟏
𝒋≠𝒊

𝒏+𝟏
𝒙−𝒙𝒋

𝒙𝒊−𝒙𝒋
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Eroarea de trunchiere

Funcția de interpolat f este continuă și derivabilă de un număr finit 

de ori, se poate obține o eroare de interpolare (trunchiere):

𝒆𝒙=𝒇𝒙−𝒈(𝒙)

 Eroarea de interpolare este nulă în nodurile de interpolare:

𝒆𝒙𝒊=𝟎, 𝒊=𝟎,𝒏

 Considerăm o margine 𝑴𝒏+𝟏a derivatei de ordinul (𝒏+𝟏)a lui 𝒇:

𝒇𝒏+𝟏(𝒙)≤𝑴𝒏+𝟏, ∀𝒙∈𝒂,𝒃

 Eroarea de interpolare este mărginită de:

𝒆(𝒙)≤
𝑴𝒏+𝟏
𝒏+𝟏!

 

𝒌=𝟎

𝒏

𝒙−𝒙𝒌
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Aproximarea funcțiilor prin regresii: MCMMP

 este utilizată mai ales în cazul prelucrării datelor experimentale

Se caută o funcție de aproximare 𝑔(𝑥), numită funcție de regresie, 

care să aproximeze funcția dată prin minimizarea expresiei:

𝑺= 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊−𝒈𝒙𝒊
𝟐=𝒎𝒊𝒏, 𝒊=𝟎,𝒏

 Se alege 𝑔(𝑥)într-o manieră convenabilă:

 Polinomială

 Exponențială

 Geometrică
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Aproximarea funcțiilor prin regresii: MCMMP

1. Regresie polinomială

 Se alege 𝑔(𝑥)într-o manieră convenabilă:

𝒈𝒙= 

𝒌=𝟏

𝒎

𝒂𝒌𝒈𝒌𝒙, 𝒌=𝟏,𝒎

unde: -𝒈(𝒙)este o funcție polinomială de aproximare, 

-𝒂𝒌reprezintă coeficienții regresiei,

-𝒈𝒌(𝒙)sunt un set de funcții liniar independente
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Aproximarea funcțiilor prin regresii: MCMMP

 Minimizarea expresiei presupune anularea derivatelor parțiale ale lui 𝑺în 

raport cu coeficienții regresiei 𝑎𝑘:

𝜕𝑺

𝜕𝒂𝒌
=
𝝏

𝝏𝒂𝒌
 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊− 

𝒌=𝟏

𝒎

𝒂𝒌𝒈𝒌𝒙𝒊

𝟐

=𝟎, 𝒌=𝟏,𝒎

 Pentru cazul particular 𝒈𝒌𝒙=𝒙
𝒌−𝟏,𝒌=𝟏,𝒎 avem

𝝏

𝝏𝒂𝒌
 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊−𝒂𝟏−𝒂𝟐𝒙𝒊−𝒂𝟑𝒙𝒊
𝟐−⋯−𝒂𝒎𝒙𝒊

𝒎−𝟏𝟐 =𝟎, 𝒌=𝟏,𝒎

 Expresia este echivalentă cu sistemul:

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊−𝒂𝟏−𝒂𝟐𝒙𝒊−𝒂𝟑𝒙𝒊
𝟐−⋯−𝒂𝒎𝒙𝒊

𝒎−𝟏𝒙𝒊
𝒌−𝟏=𝟎

⇕

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝒌−𝟏 𝒂𝟏+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝒌 𝒂𝟐+⋯+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝒌+𝒎−𝟐 𝒂𝒎= 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝒌−𝟏𝒚𝒊
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Aproximarea funcțiilor prin regresii: MCMMP

 Pentru diferite valori ale lui 𝒎 avem:  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝒌−𝟏 𝒂𝟏+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝒌 𝒂𝟐+⋯+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝒌+𝒎−𝟐 𝒂𝒎= 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝒌−𝟏𝒚𝒊

 𝒎=𝟏, 𝒈𝟏𝒙=𝟏avem o dreaptă paralelă cu Ox pentru aproximare: 

𝒈𝒙=𝒂𝟏

Coeficientul regresiei se determină:

𝜕𝑺

𝜕𝒂𝟏
=
𝝏

𝝏𝒂𝟏
 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊−𝒂𝒊
𝟐 =−𝟐 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊−𝒂𝟏 =𝟎⟹ 𝒂𝟏=
𝟏

𝒏
 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊

 𝒎=𝟐, 𝒈𝟏𝒙=𝟏,𝒈𝟐𝒙=𝒙avem o dreaptă de regresie pentru 

aproximare:

𝒈𝒙=𝒂𝟏+𝒂𝟐∙𝒙

Coeficienții 𝒂𝟏și 𝒂𝟐se obțin din sistemul:

 
𝒏𝒂𝟏+  𝒊=𝟏

𝒏 𝒙𝒊𝒂𝟐= 𝒊=𝟏
𝒏 𝒚𝒊

 𝒊=𝟏
𝒏 𝒙𝒊𝒂𝟏+  𝒊=𝟏

𝒏 𝒙𝒊
𝟐𝒂𝟐= 𝒊=𝟏

𝒏 𝒚𝒊𝒙𝒊
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Aproximarea funcțiilor prin regresii: MCMMP

 Pentru diferite valori ale lui 𝒎 avem:  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝒌−𝟏 𝒂𝟏+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝒌 𝒂𝟐+⋯+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝒌+𝒎−𝟐 𝒂𝒎= 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝒌−𝟏𝒚𝒊

 Pentru 𝒎=𝟑, 𝒈𝟏𝒙=𝟏,𝒈𝟐𝒙=𝒙și 𝒈𝟑𝒙=𝒙
𝟐avem o parabolă de 

regresie:

𝒈𝒙=𝒂𝟏+𝒂𝟐𝒙+𝒂𝟑𝒙
𝟐

Coeficienții 𝒂𝟏, 𝒂𝟐și 𝒂𝟑se obțin din sistemul:

𝒏𝒂𝟏+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊 𝒂𝟐+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟐 𝒂𝟑= 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊 𝒂𝟏+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟐 𝒂𝟐+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟑 𝒂𝟑= 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊𝒙𝒊

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟐 𝒂𝟏+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟑 𝒂𝟐+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟒 𝒂𝟑= 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊𝒙𝒊
𝟐

 Pentru valori mai mari ale lui 𝒎 se generalizează expresia anterioară
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Exemplu

Să se determine dreapta și parabola de regresie care aproximează 

valorile funcției ce trece prin punctele:

𝑨𝟏𝟏,−𝟏,𝑨𝟐𝟐,𝟎,𝑨𝟑𝟑,𝟑,𝑨𝟒𝟒,𝟑,𝑨𝟓𝟓,𝟒

 Dreapta de regresie: 𝒂𝟏și 𝒂𝟐se obțin din:

⇒ 
𝟓𝒂𝟏+𝟏𝟓𝒂𝟐=𝟗
𝟏𝟓𝒂𝟏+𝟓𝟓𝒂𝟐=𝟒𝟎

• Rezultă𝒂𝟏=−𝟐.𝟏,𝒂𝟐=𝟏.𝟑. Deci 𝒈𝒙=𝟏.𝟑𝒙−𝟐.𝟏, 𝑺=𝟏,𝟗

 Parabola de regresie:

 

𝟓𝒂𝟏+𝟏𝟓𝒂𝟐+𝟓𝟓𝒂𝟑=𝟗
𝟏𝟓𝒂𝟏+𝟓𝟓𝒂𝟐+𝟐𝟐𝟓𝒂𝟑=𝟒𝟎
𝟓𝟓𝒂𝟏+𝟐𝟐𝟓𝒂𝟐+𝟗𝟕𝟗𝒂𝟑=𝟏𝟕𝟒

Rezultă 𝒂𝟏=−
𝟏𝟖

𝟓
,𝒂𝟐=

𝟏𝟖𝟏

𝟕𝟎
,𝒂𝟑=−

𝟑

𝟏𝟒
. 

𝒈𝒙=−
𝟏𝟖

𝟓
+
𝟏𝟖𝟏

𝟕𝟎
𝒙−

𝟑

𝟏𝟒
𝒙𝟐, iar𝑺=𝟏,𝟐𝟔

𝒏𝒂𝟏+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊 𝒂𝟐= 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊 𝒂𝟏+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟐 𝒂𝟐= 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊𝒙𝒊

𝒏𝒂𝟏+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊 𝒂𝟐+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟐 𝒂𝟑= 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊 𝒂𝟏+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟐 𝒂𝟐+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟑 𝒂𝟑= 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊𝒙𝒊

 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟐 𝒂𝟏+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟑 𝒂𝟐+  

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟒 𝒂𝟑= 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒚𝒊𝒙𝒊
𝟐
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Aproximarea funcțiilor prin regresii: MCMMP

2. Regresie exponențială

 Se alege 𝑔(𝑥)într-o manieră convenabilă:

𝒈𝒙=𝒂∙𝒃𝒙

unde: 𝒂și 𝒃reprezintă coeficienții regresiei

 Se logaritmează expresia 𝒈(𝒙)astfel avem: ln𝒈(𝒙)=ln𝒂+𝒙∙ln𝒃

 Notam 𝑨=ln𝒂și 𝑩=ln𝒃(la final facem operația inversă: 𝒂=𝒆𝑨,𝒃=𝒆𝑩)

 Coeficienții A și B se obțin din rezolvarea sistemului

𝜕𝑺

𝜕𝑨
=𝟎

𝜕𝑺

𝜕𝑩
=𝟎

⇒

 

𝒊=𝟏

𝒏

ln𝒚𝒊−𝑨−𝑩𝒙𝒊=𝟎

 

𝒊=𝟏

𝒏

ln𝒚𝒊−𝑨−𝑩𝒙𝒊𝒙𝒊=𝟎

⇔

𝒏∙𝑨+𝑩∙ 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊= 

𝒊=𝟏

𝒏

ln𝒚𝒊

𝑨∙ 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊+𝑩∙ 

𝒊=𝟏

𝒏

𝒙𝒊
𝟐= 

𝒊=𝟏

𝒏

xiln𝑦𝑖
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Aproximarea funcțiilor prin regresii: MCMMP

3. Regresie geometrică

 Se alege 𝑔(𝑥)într-o manieră convenabilă:

𝒈𝒙=𝒂∙𝒙𝒃

unde: 𝒂și 𝒃reprezintă coeficienții regresiei

 Se logaritmează expresia 𝒈(𝒙)astfel avem: ln𝒈(𝒙)=ln𝒂+𝒃∙ln𝒙

 Notam 𝑨=ln𝒂(la final facem operația inversă: 𝒂=𝒆𝑨)

 Coeficienții A și B se obțin din rezolvarea sistemului

𝜕𝑺

𝜕𝑨
=𝟎

𝜕𝑺

𝜕𝑩
=𝟎

⇒

 

𝒊=𝟏

𝒏

ln𝒚𝒊−𝑨−𝐛∙ln𝒙𝒊=𝟎

 

𝒊=𝟏

𝒏

ln𝒚𝒊−𝑨−𝐛∙ln𝒙𝒊∙ln𝒙𝒊=𝟎

⇔

𝒏∙𝑨+𝒃∙ 

𝒊=𝟏

𝒏

ln𝒙𝒊= 

𝒊=𝟏

𝒏

ln𝒚𝒊

𝑨∙ 

𝒊=𝟏

𝒏

ln𝒙𝒊+𝒃∙ 

𝒊=𝟏

𝒏

ln2𝑥𝑖= 

𝒊=𝟏

𝒏

ln𝒙𝒊∙ln𝑦𝑖
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Contact:

Email: gigel.macesanu@unitbv.ro

Web:   rovis.unitbv.ro


