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Calcul matricial

" Prin matrice se intelege un tablou cu n linii si m coloane

= Elementele unei matrici a;; pot fi numere reale sau complexe.

a1 - A1m
= Notatie matrice: 4,,,,, =| @ ’
An1 —° Anm

= Cazuri particulare:
» n = m — matrice patrata
» n =1 - matrice linie (vector linie)
» m =1 - matrice coloana (vector coloana)
» a;; = 0,i > j — matrice triunghiulara inferior
» a;; = 0,i < j — matrice triunghiulara superior
» a;;=0,i+jsia;; #0,i =j — matrice diagonala
» a;;=0,i+jsia;; #1,i=j — matrice unitate

> a;; = aj; > matrice simetrica



Calcul matricial

= Operatii elementare cu matrici
» Transpunerea: Consta in schimbarea liniilor in coloane
« A! > transpusa matricei A

» Adunarea: Se pot aduna numai matrici avand aceleasi dimensiuni

* Apym + Buxm = Cuxms Cij=a;j+ bjjundei=1,nsij=1m
* Proprietati: comutativa, asociativa, distributiva

> Scdderea: Se pot scadea numai matrici avand aceleasi dimensiuni
* Apsym — Buxm = Cuxms Cij = @;j—b;jjundei=1,nsij=1m

* Proprietati: asociativa, distributiva 4



Calcul matricial

= Operatii elementare cu matrici
» Inmultirea: Se pot inmulti numai matrici care indeplinesc urmatoarea
conditie:
* numarul de coloane a matricii de inmultit este egal cu

numarul de linii a matricii inmultitor:

Apsqg X Byyan = Cpxms Cij = @ik bij;undei=1nsij=1m
* Proprietati: asociativa, distributiva
» Ridicarea la putere: Se pot ridica la o putere intreaga numai matrici
patrate. Operatia reprezinta o inmultire repetata.
s A"=A-A-----A,den ori

* Proprietati: asociativa, distributiva



Determinantul unei matrici

= Fiecarei matrici patrate A i se
poate asocia o cantitate scalara 1A| =
(un numar real), notat: a, 1

numit determinat.

" Pentru definirea determinatului se utilizeaza notiunile de:

» Minor: Un minor de ordin n-1 este un determinant obtinut prin
eliminarea unei linii gi a unei coloane din determinantul dat. Minorul
corespunzator termenului a;; se obtine eliminand liniai gi coloana j.

> Cofator: Fiecarui element a;; i se asociaza un cofactor, |4;;|, egal cu
produsul dintre (—=1)'¥ si determinantul minorului corespunzator
elementului a;;.

= Valoarea determinatului unei matrici patrate este egala cu:

> |A| = ]1_l:1 aj- |Ai,j|! cui=1,n

> |A| = ?':1 a,-,]- . |Ai,j|1 Ccu ] = 1,n



Determinantul unei matrici

= Calculul determinantilor de ordinul 2:
a,; a

A= 11 12

azi1 Az

= Calculul determinantilor de ordinul 3 (Regula lui Sarrus):

|, |A| = a1 - az; — ag3 - az,q

a1 aq2 a3
a1 Qazz A3z
asq, AQasz; Aass

A= , |A| = a1 - a3 -azsz +az;-as; - a3+

TA3zq Q12 " Q23 —Aq3 * Ay " A37 — A3 A3z Q17 — A33 A3 " Apq
= Calculul det. de ordinul 24:

1 0 -1 2

1 -2 o0 o -2 0 0 1.0 0
A= Al =Ditt1f1 1 -1+ D200 1 -1+
o 1 1 - -1 0 0 1.0 0

1 -1 0 0
1 -2 0 1 -2 0
+(-D3 . (-1-j0 1 —-1[+CDH-2-10 1 :1‘=
1 -1 0 1 -1 0

=0-0-1+2=1



Inversa unei matrici

" Pentru fiecare matrice patrata nesingulara (avand determinantul
nenul) existd o matrice inversa, notata A~! care satisface relatia:
A-A1=A41.4=U

unde U este matricea unitate

= Matricea inversa se determina cu urmatoarea relatie:

A—lzi-Ad' A
] j(A4)

unde, Adj(A4) este matricea adjuncta a matricii A

* Matricea adjuncta a unei matrici se defineste ca fiind transpusa
matricii cofactorilor matricii date, adica:

d11 dnl

din - dun
minorul elementului a;; din matricea transpusa 8

Adj(4) = ,unde d;; = (=1)'- A4;;, i,j = 1,n, A;; este
j j

1




Calculul matricei inverse

= Metoda Gauss - Jordan

1. Se construieste un tabel care contine matricea ce trebuie rezolvata (A) si matricea
unitate (I)

2. Alegerea unui element nenul (a;;), numit pivot;

3. Se modifica elementele din tabel astfel:
* Elementele de pe linia pivotului se impart la pivot, iar pivotul devine 1;

* Coloana pivotului se completeaza cu zero
* Restul elementelor se determina dupa regula dreptunghiului:

: : ; _ bx—ac

B s ;

unde, b este pivotul, x este elementul ce trebuie nlocuit, x' este noua valoare a

elementului x

 Daca pe linia pivotului exista un element egal cu zero, atunci coloana acestui
element se copiaza. Analog si pentru coloana.

* Sereiau pasii 2 si 3 pana cand pe fiecare linie s-a ales cate un pivot

> Dupa efectuarea tuturor pasilor, matricea A devine |, iar | devine A™1



Calculul matricei inverse

= Metoda Gauss — Jordan exemplu

> Se considera matricea A si se doreste obtinerea matricei inverse 471

111]

A=|1 2 3

1 4 9

(1“1
| =2-1=1; =3-1=2;
\1 2 | |

1 1
1 0
-3

|1
1
1 _ 4. 1
2 12 1—1 0=1; Q
4 0
—3/2 1/2 1
2—2—1=1; =1;

A-l
> Se poate verifica faptul cd A- A~! = I3 adica, avem un calcul corect
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Calculul matricei inverse

= Algoritmul lui Hotteling pentru calcularea inversei unei matrici

= Algoritmul este exemplificat considerandu-se mai intai cazul unui numar
real, apoi se aplica pe matrici

» Presupunem ca se cunoaste o prima aproximare (1/a) a inversului
numarului real a pe care o notam d;. Conditia de convergenta a
algoritmului este ca:

e, =[l-a-d;|<1

» Algoritmul consta in determinarea unui sir de aproximari d,, d3,d,, .... a
inversului numarului a astfel incat erorile sa tinda spre zero

> Pentru a realiza conditia ceruta este necesar sa se determine o relatie
de recurenta astfel incat eroarea la un moment dat sa poata fi exprimata
sub forma unei puteri a lui e;. Aceasta deoarece:

lim ef =0 11
k—o0



Calculul matricei inverse

> Se pune conditia: e;=1-a-dy=¢f

> Si o sa rezulte succesiv:
e’=e-e=(-a-d)(1-a-d,)=1-2-a-d,+a*-d?
» Dupa ordonarea termenilor avem:
e =1-a-d,-l+(1-a-d,)|]=1-a-d,-(1+e) si dy=d;-(Q+e)
» Etapele necesare obtinerii inversului numarului sunt urmatoarele:
d,=d;-(l+¢;)) = e,=1-a-d,

d3:d2°(1+ez) = €3 :1-a°d3
dk =dk_1-(1+ek_1) = €k =1-a-dk
» Algoritmul continua pana cand e, devine mai mic decét o valoare
impusa
12



Calculul matricei inverse

= Algoritmul lui Hotteling pentru calcularea inversei unei matrici

> Se introduce notiunea de norma definita astfel:

: N—0o0

n
N[A]=m§2,<[ ai’jj daci N|[A]<1 atunci lim N[A]" =0
—\ 5

> Se defineste:
A matricea pentru care dorim sa calculam inversa
D, prima aproximare a inversei matricii (calculata cu algoritmul anterior)
» Eroarea se determina astfel:
E,=U-A-D;

unde, U este matricea unitate
13



Calculul matricei inverse

= Algoritmul lui Hotteling pentru calcularea inversei unei matrici
» Aproximarile matricei inverse sunt obtinute dupa cum urmeaza:
D,=D,-U+E) = E,=U-A-D,
D,=D,-U+E,) = E;=U-A.D,
D,=D_,-U+E,) = E =U-A-D,
» Cand este indeplinita conditia N [Ek ] <& procesul se opreste
* £ este valoarea initiala impusa
= Determinarea inversei unei matrice se face in doua etape:

» determinarea unei prime aproximari a inversei prin algoritmul de

inversare prezentat initial (Gauss—-Jordan);

. o : . . 14
» corectarea valorii inversei prin parcurgerea algoritmului lui Hotteling.



Surse de erori

= Sunt definite 3 tipuri de erori:

> Erori inerente:

* Erori de masuratori initiale, erori din calcule anterioare, erori de
cunoastere aproximativa: algebrice sau transcendente ( 1, e, V3), erori
de conversie (ex: trecerea numarului zecimal 0,1inbaza2- 0,1, =
0,0(0011),)

> Erori de metoda sau de trunchiere

* Sunt erorile provenite din aproximatiile facute la deducerea formulelor
de calcul (de ex. aproximarea sumei unei serii printr-o suma partiala)

» Erori de rotunjire

* datorate reprezentarii datelor si efectuarii calculelor intr-o aritmetica cu
precizie limitata (de exemplu aritmetica virgulei mobile).
15



Eroarea absoluta si eroarea relativa

* Eroarea absoluta e, se defineste ca diferenta dintre valoarea
exacta si cea aproximativa:

e, =X—X,

unde x este valoarea exacta a numarului iar x este valoarea
aproximativa (calculata)

" Eroarea relativa ¢, este definita ca raportul dintre eroarea absoluta
si valoarea aproximativa

Ex = ex/f

= Eroarea relativa se exprima adesea in procente:

&, =—-100%

—x
X
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Propagarea erorilor

= Se considera doua numere x si y, introduse cu erorile e, si e,
XxX=xte,, y=y+e,
= Propagarea erorilor la adunare:
X+y=x+y+e,tey, e, =€ +e,
= Propagarea erorilor la scadere:
X—y=x—yte,—ey, e, ,=e,—¢€
" Propagarea erorilor la inmultire:
x-y=(x+e) J+e)=xX-Y+X-e,+y-e,+e,-e,

> Se neglijeaza termenul e, - e, i se obtine:

Exy =X-€y+Yy- ey 17



Propagarea erorilor

" Propagarea erorilor la impartire:

e
_ _ _ 1- 2 _ _
X_x+e _ x+e, 1 x+e _ y  X+e, _X+e, [1_eyj
= - - — R = Y
y y+e, y.(“e:yj Y () Y y y
y y y
2
» Neglijand termenul (%y) ~ 0 din expresia anterioara rezulta
X X €y X € €y
_— =4 = — e —
—2 Y —2
Yy 'y v y y
€y -y
» Neglijand termenul 92 se obtine expresia erori de impartire:
. _
€y :é—%-ey
y Yy
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